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本 书 介绍 了 求 发 展 方程 数值 解 的 原理 和 计算 方法 ， 包 括 将 发 展 方程 定 
解 问题 离散 化 的 途径 、 方 法 ， 计 算 格式 的 设计 和 求解 算法 ， 以 及 关于 数值 
方法 的 理论 分 析 ， 本 书 内 容 既 保留 了 那些 行 之 有 效 的 传统 方法 和 经 典 理论 
结果 ， 更 注重 于 介绍 近 几 十 年 来 兴起 的 新 方法 和 传统 方法 的 新 发 展 ， 反 映 
近 几 十 年 来 发 展 方程 数值 方法 的 研究 与 应 用 方面 取得 的 新 进展 、 新 成 果 . 
此 外 ， 书 中 列举 了 若干 实际 应 用 问 古 (多 属 非 线性 与 耦合 问题 ). 

本 书 可 供 计 算数 学 、 应 用 数学 、 力 学 等 专业 的 研究 生 、 教 师 以 及 从 事 
科学 与 工程 计算 应 用 与 研究 工作 的 科技 人 员 参 考 . 


图 书 在 版 编目 (C1P) 数据 

发 展 方 程 数值 计算 方法 / 黄 明 游 编 著 ， 一 北京 : 科学 出 版 社 ，2004 
{现代 数学 基础 从 书 ;91) 
ISBN 7-03-012957-1 


I.E 


LL- UL 发 展 方程 -数值 计算 -计算 方法 ”到 .0175. 26 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 {2004) 第 012278 号 


责任 编辑 : EO 虹 张扬/ 责任 校对 刘 小 祷 


责任 印 制 : 钱 五 芬 / 封面 设计 : REO 


4 9 à X x 出 版 
AE 3t 4 ou LC e 
AAR: 100717 
htip:// www .sciencep.com 
«d oer cpi 
科学 出 版 社 发 行 ”各 地 新 华 书店 经 销 
* 


2004 年 6 月 第 -— 版 FE: B5(720X 1000) 

2004 F 6 月 第 一 次 印刷 印张 : 10 

Ey: 1 一 2 500 字数 : 180 000 
定价 ， 25. 00 元 


(如 有 印 装 质 量 向 题 ,我 社 负 责 调 换 CREE) ) 


《现代 数学 基础 丛书 》 编 委 会 


E 编 : 杨 F 
副 主 编 : 姜 伯 驹 李 大 潜 HAH 
fq E (以 姓氏 笔画 为 序 》 


ITEP IRM 
Fik wF 
陈志明 KRF 
BHH SEX 


UXLED KEF 
张 继 平 ” 陈 木 法 


《现代 数学 基础 丛书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ， 书 籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
H. 许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻 研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 
汲取 营养 ， 获 得 教 益 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 ， 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 帕 于 文化 大 革命 
的 浩 动 已 经 破坏 与 中 断 了 十 余年 ， 南 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
着 . 1978 年 以 后 ， 我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 ， 当 时 他 
们 的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 . 据 此 , 科学 出 版 社 陆 续 推 出 
了 多 套数 学 从 书 ， 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 丛 书 与 《现代 数学 基础 从 
书 》 更 为 突出 ， 前 者 出 版 约 40 卷 ， 后 者 则 逾 80 卷 . 它们 质量 甚 高 ， 影 响 颇 大 ， 
对 我 国 数学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 从 书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 
以 及 青年 学 者 ， 儿 对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 ， 作 较 系 统 的 介绍 ， 既 注 
意 该 领域 的 基础 知识 ， 又 反映 其 新 发 展 ， 力 求 深入 浅 出 ,篇 明 扼 要 ， 注 重创 新 ， 

近年 来 ， 数 学 在 各 门 科学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 
与 深入 的 应 用 ， 还 形成 了 一 些 交 又 学科 .我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 
拓展 到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支 持 ， 编 辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 
的 劳动 ， 它 获 得 了 广大 读者 的 喜爱 ， 我 们 诚 垫 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 
发 展 ， 使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 作出 贡献 ， 


杨 F 
2003 年 8 月 


前 


发 展 方程 (evolution equation) 是 包含 时 间 变 数 的 许多 重要 的 数学 物理 偏 微 
分 方程 的 统称 ， 又 称 演 化 方程 或 进化 方程 . 在 物理 、 力 学 或 其 他 自然 科学 中 ,这 
类 方程 用 来 描述 随时 间 而 变化 的 状态 或 过 程 . 诸如 热传导 方程 、 声 波 与 弹性 波 
方程 、 反 应 扩散 与 对 流 扩 散 方程 、 流 体 与 气体 力学 方程 组 、Schr5dinger 方程 、 
KdV 方程 等 以 及 由 这 些 方 程 通过 适当 方式 耦合 而 得 到 的 耦合 方程 组 ， 皆 属于 发 
展 方 程 的 范畴 . 

在 科学 与 技术 的 发 展 中 提出 了 种 种 发 展 方程 的 求解 问题 ， 然 而 在 绝 大 多 数 
情形 , 这 些 问题 的 解 不 能 用 解析 的 公式 表达 出 来 , 或 者 表达 式 过 于 复杂 ， 因 而 
需要 采用 数值 方法 去 计算 它们 的 近似 解 . 有 限 差分 法 是 求解 偏 微分 方程 定 解 问 
题 的 传统 数值 方法 ， E 1928 4 Courant, Friedrichs 和 Lewy 便 对 偏 微分 方程 的 
差分 方法 作 过 完整 论述 . 第 二 次 世界 大 战 之 后 ， 随 着 快速 电子 计算 机 的 诞生 与 
AUR, 差分 方法 的 应 用 及 其 理论 得 到 迅猛 发 展 . 20 世纪 中 、 后 期 发 展 起 来 的 有 限 
元 方法 ,为 偏 微 分 方程 ( 包 插 发展 方程 在 内 ) 的 近似 求解 增添 了 又 一 强 有 力 的 工 
A, 尤其 对 于 处 理 不 规则 区 域 上 及 一 般 边 值 条 件 的 偏 微 分 方程 定 解 问题 有 限 
元 方法 具有 显著 的 优越 性 , 其次. 数值 分 析 家 运用 Sobolev 空间 及 其 插值 带 近 
理论 为 有 限 元 方法 建立 起 了 十 分 完美 的 数学 理论 . 此 外 , 在 离散 Fourier 变换 快 
速算 法 提出 之 后 ， 历 史 修 久 的 谱 方法 也 发 展 成 为 求解 偏 微 方 程 的 重要 方法 之 一 . 

近 30 年 来 , 在 上 述 基本 方法 的 基础 上 , 针对 不 同类 型 的 发 展 方程 问题 (尤其 
是 各 种 非 线性 和 耦合 问题 )， 探 寻 可 靠 的 高 效 、 高 精度 的 数值 计算 方法 的 努力 始 
终 没有 间断 过 ,不 断 地 涌现 出 新 的 数值 方法 ， 如 有 限 体积 法 和 广义 差分 法 .特征 
和 迪 风 有 有限 元 法 、 间 断 有 限 元 法 等 . 值得 重视 的 还 有 , 由 我 国学 者 冯 康 院士 4B 
导 的 从 几何 角度 出 发 寻求 发 展 方程 的 保 结构 算法 的 研究 ， 这 是 对 于 构造 数值 方 
法 的 依据 和 观念 上 的 一 个 重大 革新 . 另外 , 近 20 年 来 谱 与 拟 谱 方 法 的 研究 也 取 
得 了 很 大 的 进展 . 发 展 方程 的 数值 求解 问题 在 科学 与 工程 计算 中 处 于 十 分 重要 
的 地 位 , 已 被 广泛 的 应 用 于 气象 预报 、 地 震 预 测 、 油 田 的 勘测 与 开发 技术 、 机 
翼 与 汽轮机 叶片 等 工业 产品 设计 、 生 态 与 环境 的 动态 模拟 等 领域 .适应 现代 科 
学 技术 的 突 飞 瘤 进 ， 关于 线性 与 非 线性 发 展 方程 数值 计算 方法 的 研究 必 将 在 理 
论 与 应 用 方面 得 到 更 加 迅速 的 发 展 . 
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"iv 前 言 


本 书 是 在 全 国 数学 研究 生 署 期 学 校 (2002 年 , 长春) 课程 “发 展 方程 数值 计算 
方法 "讲稿 的 基础 上 , 经 过 充实 、 改 写 而 成 ， 它 凝聚 了 作者 多 年 来 在 吉林 大 学 为 
研究 生 开 设 相关 课程 时 所 积累 的 资料 . 在 本 书 中 , 我 们 将 通过 几 类 重要 并 具 代 
表 性 的 发 展 方程 , 介绍 求 发 展 方程 数值 解 的 原理 和 计算 方法 ,以 及 相关 的 理论 
问题 . 这 里 , 包括 将 发 展 方程 定 解 问题 离散 化 的 途径 、 方法 , 计算 格式 的 设计 和 
求解 算法 ， 以 及 关于 数值 方法 的 理论 分 析 ( 稳 定性 、 收 售 性 和 误差 估计 等 ). 本 书 
基本 绪 盖 了 发 展 方程 数值 计算 方法 的 主要 内 容 , 既 保 留 了 那些 行 之 有 效 的 传统 
方法 和 经 典 理论 结果 {如 求解 波动 和 一 阶 双 曲 方程 问题 的 差分 方法 , 关于 差分 格 
式 收 全 性 与 稳定 性 的 理论 ), 更 注重 于 介绍 近 几 十 年 来 兴起 的 新 方法 (有 限 元 法 、 
有 限 体积 和 广义 差分 法 、 保 结构 计算 方法 等 ) 和 传统 方法 的 新 发 展 (基于 正 变 多 
项 式 台 近 的 谱 与 拟 谱 方法 、 人 工 边 界 上 无 反射 近似 边 值 条 件 的 构造 方法 等 ). 此 
外 ,， 书 中 列举 了 若干 实际 问题 (多 属 非 线 性 和 耦合 问题 ) 以 帮助 读者 了 解数 值 
方法 是 怎样 应 用 的 以 及 其 广阔 应 用 前 最 . 本 书 力求 反映 近 几 十 年 来 发 展 方程 数 
值 方法 的 研究 与 应 用 方面 取得 的 新 进展 、 新 成 果 . 然而 ,由 于 此 领域 涉及 的 范围 
广 , 受到 篇 幅 的 限制 ， 不 得 不 在 内 容 方面 有 所 取舍 , 会 有 某 些 方面 的 题材 没有 
介绍 到 . 作者 的 初 更 是 编写 一 本 基本 反映 发 展 方程 数值 计算 方法 全 狐 的 简练 教 
材 ， 供 计算 数学 与 应 用 数学 专业 研究 生 使 用 ,同时 希望 本 书 也 能 够 成 为 有 关 科 
技工 作者 , 特别 是 从 事 科学 与 工程 计算 人 员 所 喜爱 的 参考 书 之 一 . 

本 书 吸取 了 国内 外 同行 的 科研 成 果 和 他 们 著作 中 的 部 分 内 容 , 在 此 向 他 们 
表示 敬意 和 感谢 ,这 本 书 的 初稿 曾 在 第 八 届 全 国 数学 研究 生 暑 期 学 校 讲授 过 ， 
大 部 分 内 容 亦 在 吉林 大 学 的 研究 生 课程 中 多 次 讲授 过 , 这 里 向 对 书稿 提供 宝贵 
修改 意见 的 同事 和 学 员 们 表示 囊 心 的 感谢 . 此 外 , 也 向 为 本 书 的 排版 .校对 付出 
了 辛勤 劳动 的 窜 成 春 、 尹 责 、 张 凯 、 徐 英 祥 等 间 学 表示 感谢 . 

由 于 作者 的 水 平 、 经 验 有 限 ， 本 书 会 有 许多 不 足 乃至 错误 ， 层 请 读者 批评 、 
指正 . 


作 者 
2003 年 8 月 于 吉林 大 学 
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第 一 章 ”抛物 问题 的 有 限 元 方法 


二 阶 抛 物 方 程 用 于 描写 热 的 传播 . 溶质 在 渡 体 中 的 弥散 、 多 孔 介 质 中 渗流 等 随 
时 间 发 展 (演化 ) 的 现象 和 过 程 ， 是 一 类 基本 的 发 展 型 偏 微分 方程 ， 求 解 抛物 方程 
的 初 边 值 问题 在 科学 与 工程 中 有 着 广泛 的 应 用 . 有 限 差分 法 可 用 于 并 曾经 是 近似 求 
解 抛物 问题 的 数值 方法 , 但 在 空间 区 域 几 何 形式 或 者 边 值 条 件 比 较 复 杂 的 情形 , 该 
方法 显得 很 笨重 并 且 难 于 提高 方法 的 精确 度 . 由 于 抛物 方程 的 初 边 值 问题 与 权 贺 
方程 的 边 值 问题 之 间 的 密切 关系 ， 在 近代 有 了 眼 元 法 诞生 并 成 功 的 用 于 求解 顶 圆 方 
程 的 边 值 问题 之 后 ， 不 和 久 便 被 推广 、 应 用 于 求解 抛物 方程 的 初 边 值 问 题 ， 并 建立 起 
完善 的 数学 理论 , 本章 主要 介绍 求解 二 阶 线性 抛物 方程 初 边 值 问题 的 有 限 元 方法 . 
$1.1 介绍 抛物 问题 的 有 关 理 论 知识 . §1.2 介绍 解 初 边 值 问题 的 Galerkin 有 限 元 法 . 
81.3 介绍 抛物 问题 有 限 元 分 析 的 基本 方法 和 理论 结果 . 81.4 介绍 基于 一 般 椭圆 道 近 
的 有 限 元 方法 . 


SLL 二 阶 线性 抛物 方程 的 初 边 值 问题 


设 只 是 d 维 欧 氏 空间 R^ 中 的 一 个 有 界 区 域 ， 其 边界 记 为 了 . 考虑 如 下 二 阶 线 
性 抛物 方程 


A tu f(z) , ren, 0ü«t«T, (1.1) 


其 中 4 是 由 下 式 给 出 的 一 个 微分 算 子 


Au 三 一 y Y x (as) x) + c(z)u, 


ajg(z)-ag(z), e(r)z0. 


如 果 下 述 条 件 成 立 ， 即 


d d d 


M oylea > o I, c 为 某 一 正常 数 ， 


i—-1 j-1 i=1 


对 一 切 zzE8Q 和 eeRa， 


则 称 4 为 一 致 强 椭圆 微分 算 子 , 此 时 (1.1) 属于 抛物 型 方程 . 其 次 ,给 定 如 下 Dirichlet 
型 边 值 条 件 (FK) 
uc, MrcD,0ctcT (1.2) 


RID (RR PF 
u(x, 0) = u"(z) ， TEN. (1.3) 


2 第 一 章 抛物 问题 的 有 限 元 方法 


FRPR u(z. t) :z € 0, te [0,T] 同时 满足 方程 (1.1) 和 条 件 (1.2) 、(1.3) 的 
定 解 问题 称 为 抛物 方程 (1.1) 的 一 个 初 边 值 问题 ， 除 了 形 如 (1.2) 的 边 值 条 件 外 ， 
XH 


í—1 j-1 zer 


d d Ju 
2,2, cum. thu =0, 20 
zcr 


i=l j=1 


的 第 二 类 和 第 三 类 边 值 条 件 ， 其 中 4 = (ni ,na ,… ,na) 代表 工 上 的 单位 外 法 向 
H. 
下 面 ， 引 入 一 些 函 数 空 间 和 记号 . 
H =PO) 是 由 定义 在 N 上 的 所 有 平方 可 积 


f lu(z)| dr < 十 oo 
[7] 
的 实 值 可 测 函 数 v 构成 的 空间 .对 于 uv c H, 定义 内 积 
(uv) = Í u(z)o(2)dz, 
而 llel = (v,v)* 则 表示 v 在 H 中 的 范 数 ， 另 外 ， 定 义 空间 
H*—(wv: D^vc H, |al £k}, 


其 中 D*v = alely /Bot 022? -ari REAR vle) 的 a 阶 广义 导数 ，|a| = ata 
十 … 十 ad. H* 中 的 内 积 与 范 数 分 别 为 
(vw) = D (Drv, Dw), lolle = (wo 
lel £k 

在 广义 函数 论 中 ， 称 H: 是 指数 为 的 Sobolev 空间 . 

另外 ， 用 记号 C(0,T; X) RRRS (v(t) : (0,7) 一 X), 其 中 任 一 v(t) 关于 
te(0,T) 按 空间 X 的 度量 是 连续 的 . 类似 的 记号 还 有 L 0,T;X) , L*(0,T; X) 
等 ， 无 需 再 解释 . 

关于 初 边 值 问题 (1.1)~(1.3) 的 解 的 存在 性 和 正则 性 ， 有 如 下 结果 (参看 D: 

定理 1.1 假定 


u e Ht, ]feL(0T;H'), sz0XX, 
R32 2 48 P138. (1.1) (1.3) 看 在 惟一 的 解 u(z, 台 ,满足 


ucL'(0T;H'?) .weL"(0,T;H") 
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和 估计 式 


ore dr < Co (Ils + f CD an). 
0 


° lal=2 
考虑 相应 的 齐 次 问题 ， 


8 
5 t4u=0, z€Q, s«t« +00, 


uc, rcr, (1.4) 


显然 ， 此 问题 的 解 仅仅 依赖 于 在 t= a 时 刻 指定 的 初 值 u^ 记 为 u(t) = Elt, s)u* , 
t € [s, oo) , f B(t,s) 为 问题 (1.4) 的 基本 解 算 子 ， 它 具有 性 质 : 


E(s, s) =T, 单位 算 子 ， 
E(t,r)- E(r,s) = E(t,a) , M 0zszmcEt. 


借助 算 子 E(t, a), 由 要 加 原理 可 将 非 齐 次 问题 (1.1) (1.3) 的 解 表示 为 (Duhamel 公 
式 ): 
u(t) = Elt, Oju? + f E(t, T) f(r) dr. (1.5) 


ATAT Elt s) TER Fit: XDYdIX k> 0, E 
(eserle 3 vij, 当 0< s<t< 十 oo 时 ， 


Ia) gt, s|| < C(t— s) "lvl. 当 0<s<t< 二 oo 时 . 


由 此 可 看 出 ， 当 f — 0 时 ， 问 题 (1.1)~(1.3) 的 解 ule, t) 24 t£ 9 十 oo 时 是 衰减 的 . 


$1.2 Galerkin 有 限 元 法 ( 半 离 散 近 似 ) 


本 节 讨 论 抛 物 方程 初 边 值 问题 (1.1)~(1.3) 的 Galerkin 有 限 元 近似 (空间 变量 
的 离散 化 ). 首先 ， 借 助 虚 功 原 理 将 问题 改写 成 变 分 形式 . 

id Hi-(veH':v-034 zer). iW f e€C(0,T; H), Ma% v(z) c Hà 与 方 
$8 (1.1) 的 两 端 作 内 积 ， 有 


(So) et v) = (fo). 
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利用 Green 公式 ， 
d d 
Qu Ov 
(4u,v) = f (Sieg + cuv | dz 


i—1 j=1 


d d Bu 
-f m vdz, 
Bv—-0Àzcr,H LAE B UU. FERRE K 
iE Bu 0v 
a(u,v) — 人 (enm T cuv | dz, (1.6) 
那么 可 得 如 下 方程 ; 
Du 
(Zv) ra(u,v)-(fov) Yve H4, an 
ul, 0) = u(t), 


我 们 称 方程 (1.7) 为 问题 (1:1) ^ (1.3) 的 变 分 ( 弱 ) 形式 . 显然 , 初 边 值 问题 (1.1)~(1.3) 
的 解 4 必定 满足 (1.7), 而 问题 (1.7) BRE ult): [0,7] 一 Hj 则 称 为 原 问题 (1.1) (1.3) 
的 身 解 ， 它 被 视 作 一 个 从 了 = [0,7] 到 空间 Hà 的 映射 . 

由 假设 ， aj = au MELA (1.6), 对 任意 u,v € H! , a(u,v) = a(v,u) , Bf 
a(.-) &XIPRIPDIXERTETZ BS. Bh HURSOET ER A 是 一 致 强 椭圆 微分 算 子 的 假 
设 ， 可 知 存在 常数 y> 0, 使 得 


a(v,v) 7 ?ll , VvE Hj, (1.8) 


BI a(n) 在 空间 Ho 上 是 正定 的 . 从 al) 的 定义 还 可 看 出 ， 当 ayle), c(z] e cM) 
Wf, f 
latu, v)| S Mlullillvlli ， VuvcH!, (1.9) 

其 中 M 为 某 一 正常 数 . 

有 限 元 近似 的 第 一 步 ,是 将 求解 空间 区 域 只 剖 
AT BUR FR T EC BUR BAT T DOSE, ( 称 为 ER 或 单元 ) 
的 集合 . 例如 ， 图 1.1 所 示 是 一 个 二 维 区 域 0 的 由 
三 角形 单元 构成 的 前 分 ， 用 h 表示 剖 分 中 单元 的 最 
大 直径 ， 记 相应 的 谢 分 为 In, (8,0 < h< ho) fX 
表 一 个 痢 分 族 ， 当 hah, HARARE. 以 
PIE) 和 e(K) 分 别 表示 Js 中 单元 KK 的 外 接 贺 和 内 
图 1.1 切 图 的 直径 。 如果 存 在 不 依赖 于 的 常数 C, 使 得 


PK}/o({K) < C, 
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则 称 齐 分 族 {0< h < ho) 是 正则 的 (regular). 
有 限 元 近似 的 第 二 步 ， 是 构造 Hg 的 一 族 有 限 维 子 空间 (54,0 < h < ho), 要 求 
它 具有 如 下 进 近 性 质 ， 对 于 某 一 整数 7 > 2, 有 
i { lv — vall + hilu — vada } < Ch*jjvll,, 1X 8 & r, 
(1.10) 
AMI ve H NHL 


通常 ， Sh ERLEND 元 上 作 分 片 多 项 式 播 值 的 方法 去 构造 的 ， 由 Sobolev 73 
间 插 值 理论 (参见 [1], $ 3.1) 可 知 ， 当 前 分 族 (74,0 < h < ho) 为 正则 时 ,由 J 上 
所 有 属于 CO) 的 ,次数 和 > 一 上 的 分 片 多 项 式 组 成 的 子 空间 Sr 满足 条 件 (1.10). 

在 取 定 有 限 元 空间 S, c 到 后 ， 初 边 值 问题 (1.1) (1.3) 的 有 限 元 近似 定义 
为 ， 求 映射 如 的 :了 = [0, T] > Sr, EWE 


[5 Li Un) Halanur) = (fuh), V vn € Sh (1.11) 


ugs (0) = uh, 
其 中 u) € 5 是 函数 ti) 的 某 个 近似 ， 这 里 ， 我 们 看 到 问题 (1.11) 是 变 分 问题 
(1.7) 的 一 种 近似 ， 


B {8y{z)} 汉 | 是 空间 S, 的 一 个 基底 ， 则 近似 问题 (1.11) 又 可 以 表述 为 : 求 函 
数 表达 式 


Na 
ux(z,t) = $ aj(t);(z) 


j=1 


即 确定 其 中 系数 (os (Y, 


NN, Ns 
35 9;065,0) + M os(t)a(6),0)) = (f. 6), 


3-1 j=1 
i = 1,2,... ,Nh, (1.12) 
a;(0} = ri, j=1,2, ,Na, 
其 中 名 = i, rj Y uhla) = 95 的 系数 . 可 以 看 出 ，(1.12) 是 以 (05(0)) 75 
j=1 


VERA A HUS Dn. 由 于 这 里 对 间 变 量 上 仍然 是 一 个 连续 变量 ， 
所 以 说 (1.12) 是 问题 (1.7) 的 一 个 半 离 散 近 似 ， 
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引进 矩阵 记号 : 


M —(mi)w,xN,. Mij = (biu bj), 
B-(bj)wxw,. bij = afp $j), 
a(t) = (ex(t),aa(t), an, (t))T, 
F= (fn fata fas), fe= gih 


T= {TiTa ;PN 


其 中 M 是 一 个 Gram 矩阵 ， 称 为 “质量 矩阵 "， 它 是 非 奇异 的 ， 故 MC 存在 . A 
用 上 述 记 号 ， 半 离散 问题 (1.12) 又 可 以 写成 


| á(t)--M !Bo(t) MF, 0<t<T, 
(1.13) 
a(0) =r. 
由 常 微 理论 可 知 ， 初 值 问题 (1.13) 对 于 任意 FL 存在 惟一 的 解 o (0), 从 而 近似 
问题 (1.11) 存在 惟一 解 us (r, t). 

.最 后 补充 一 点 ， 即 当初 边 值 问题 中 的 边 值 条 件 不 是 Dirichlet 型 条 件 时 ， 那 么 
需要 适当 的 修改 变 分 陈述 例如， 在 边 值 条 件 属于 第 三 类 条 件 ， 


Qu 
Se | Bu) =0, 8 20, (1.14) 
(5 zer 
d d 
Ou u 
av T UTE vj = J ayn; 


的 情形 ， 变 分 陈述 (1.7) 中 的 aC, -) 应 当 修 改 为 


wo f 3: «425 ow Jas 
? B Qo 7 6z, Oxi cuv 


i=l j=1 


+ f Buvas, 
r 


并 且 尚 需 将 其 中 的 空间 Hà 改换 为 HT. 
注 (114) 中 的 三 = (vise ,va) 称 为 上 的 单位 拟 法 向 量 . 


(1.15) 


$1.3 ”收敛 性 分 析 与 误差 估计 


本 节 介 绍 抛物 问题 有 限 元 法 的 理论 分 析 方 法 ， 将 通过 能 量 估计 法 证 明 有 限 元 
法 的 收敛 性 和 近似 解 的 误差 估计 式 . 
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首先 ， 介 绍 与 抛物 问题 (1.1) (1.3) 相关 的 伴随 椭圆 边 值 问题 ， 考 虑 如 下 边 值 


问题 d d 
0 ( ðw 
一 一 一 así ) 二 一 十 e( 一 Í E € 11 
22 Br: KZ ) 2" ” (1.16) 
w=0, <er. 


当 f ARF t 则 (1.16) 的 解 w(z) 可 视 作 初 边 值 问题 (1.1)-(1.3) 的 定常 解 ， 也 
就 是 说 ， 如 果 (1.1)52(1.3) 的 解 ulz, t) Æ t to 时 存在 极限 ， 那 么 


lm. u(z,t) = w(z). 


一 般 地 ， 称 (1.16) 为 抛物 问题 (1.1) (1.3) 的 伴随 椭圆 问题 . 
利用 81.2 中 的 有 限 元 空间 S, C Ho. 可 以 定义 边 值 问题 (1.16) 的 一 个 有 限 元 
近似 : 求 Wh € Sn, 使 得 


alwn, vn) = fu}, YY Uh EE Sh, (1.17) 


Hp aC.) dé $12 中 所 定义 的 双 线 性 涌 施 . 因 at.,.) 是 正定 的 ， 由 Lax-Milgram 定 
理 { 见 B) 可 知 ， 有 限 元 方程 (1.17) 存在 惟一 的 解 ws € Sh. 

引 理 1.1 假定 空间 S, RABH (110), 3246 I) 36. (1.16) 的 解 w € 
H* n Hà, Wl e (1.17) 所 定义 的 近似 解 wh ROSE A5, ER XC 


lwa — wl + hos ~ wli S Ch" [will 1<a<r. (1.18) 
WEB] 显然 ，(1.16) 的 解 o 满足 

a(w,u.) = (Fv), Vuh € S4, 
由 此 式 与 (1.17) 相 减 可 得 

alw — wna) =0, Yo € Sy. (1.19) 
TE, HA aC.) 所 满足 的 假定 条 件 (1.8) 和 (9) (UL $1.2), A: 对 任意 vh € Sh 

"llus — wli S alwn — w, wa — w) = a(ws — tw. vs — w) 
< Mllws 一 如 jos — tell. 

消去 上 式 两 端 公共 因子 并 由 Sa HEIER (1.10), 便 知 


M. s- 
lwn — wl < — inf ||v. — wl € CR ells . (1.20) 
^ v&€ 8g 
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为 进一步 估计 wa wl, 4 Y W(z) 为 下 述 辅助 问题 的 解 
< av 
- A [a5 — | ew = oz), Q, 
»» Bz (use) +e plz) tE (2) 
v-O0, rct. 
已 知 ， 对 任意 6 € P (0), 问题 (1.21) 存在 惟一 的 解 Ve) e HA) 并 有 估计 : 
qu < Cel {椭圆 方程 的 正则 性 } ， (1.22) 
由 (1.19), AA. HEE v € Sh, 
(wn — w, $) = (wj — w, AV) = a(w, — w, V) 
= alw — w, V — vx) x Milwr — wlll — vail 
从 而 ， 由 (1.20) 和 Sa 的 逼近 性 质 ， 得 到 


(wi —1,0) < Chjo] inf (P — vajh 
V. €Sn 


< Ch*|ho||,||V]la < CA*|[wit lel. 
由 此 推出 
sup (wh — wW, $) 
ozem) | 
至 此 定理 证 毕 . 上 面 关于 ws 一 也 的 L^ 范 数 的 估计 方法 就 是 著名 的 “尼采 (Nitsche) 
技巧 ”. 
引 理 1.2 (Gronwall 不 等 式 ) 设 y(t) T [0, T) 上 连续 并 满足 


1 
y(t) € yo + f Mrjsfzjadr， (1.23) 


lwr — wli = < Ci ho， 


其 中 A(T) 2:0 B Alr) € 240, T), 则 
y(t) < yo exp( Í X(rydr). (1.24) 
um 4YO- f A(T)y(r)ar, 由 (1:23), 有 
Y'( € Mtyo +AG)Y (5, 


tskiitiest exp (- f Arar) 后 得 到 


[ro exp (- f ) 9r) ] sxtw eo (- f ) Mnar) 
M [ex (- Í ' 29] f 
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由 上 式 积分 并 注意 到 Y(0) = 0, 进而 有 
t 
Y(t) € yo exp (f Anar) — jo 


将 它 代入 (0.23) 即 得 估计 式 (1.24). 

现在 开始 讨论 抛物 问题 Galerkin 有 限 元 法 ( 半 离 散 近 似 ) 的 一 些 理论 性 质 . 首 
先 ， 对 于 半 离 散 非 齐 次 方程 (1.11) 证 明 其 解 所 满足 的 一 个 先 验 估计 式 . 

定理 1.2 半 离 散 方 程 (1.11) 的 解 wt,0ctzTÀA 


t t 
uso f. eathar < eO + f. INe (1.25) 
0 0 
证 明 。 在 方程 (1.11) 中 取 ww = w 可 得 
Ia COM zl C] + alunt), C) < In MAON 
注意 到 afun us) > vual > vrlus Oll us (O1, 消去 上 式 两 端的 公共 因子 ， 妈 得 
Son (1I + vllo CON < ON, 


再 对 t 积分 上 式 ， 邑 证 定理 的 估计 式 . 

估计 式 (1.25) 表明 了 半 离 散 向 题 (1.11) 的 适 定性 , 特别 地 ,对 于 章 次 抛物 方程 
(f 二 0 情形 ), 由 定理 1.2 可 知 : | 的 | X lua (0)], Vt > 0, 即 半 离 散 齐 次 方程 的 解 
在 L?(0) 范 数 意义 下 是 稳定 的 ， 

关于 非 齐 次 半 离 散 问题 (1.11) 的 解 的 误差 估计 ， 有 如 下 基本 结果 . 

定理 1.3 MAZE {Sh,0 < h < ho} 具有 逼近 性 质 (1.10), 并 且 近 似 初 什 
v) 满足 

kug — ol x CR etle, (1.26) 

Ri 463x159 (1.11) RE us (f) 满足 


luat) — uti < C^" {ell + f lue{r)lledr}. (1.27) 


(这 里 ， 为 使 估计 式 有 意义 ， 需 要 假设 真 解 具 有 一 定 的 正则 性 ， 如 保证 右 端 前 积分 
MEARS.) 
证 明 作为 比较 ， 引 进 真 解 u(t) 的 椭圆 投影 Pult) € Sa, 它 由 下 式 定 义 


al Piu, va) = afu, Un), YUR € S4, (1.28) 


10 55— 3€ 抛物 问题 的 有 限 元 方法 


(H Lax-Milgram £, Piu 是 惟一 确定 的 ). 现今 一 4 二 {is 一 PW) 十 (P44 一世 二 
0s 十 ,其 中 80, € S4. 由 引 理 1.1, 
lo(t) — Pret) ~ ulti) < Ch" jet) 
- Chu! + f  u(r)dri (1.29) 
«ck t f. Inner). 
再 米 估 计 qeu 注意 到 ， 对 任意 vn € Shs 
(Bit va) + albh, va) 
= (Uns, Un) t a(un, vn) — (Pite, va) — OULU, va) 
= (fus) — (Pun, Un) — o(u vi) 
= (us, vs) — (Prut v4), 
TE, Ait) 满足 方程 
(Bn, Vn) + a(B5, Vn) = Lh, va), Vos € Sh- (1.30) 
在 (1.30) 中 取得 vi = ba, 得 到 
EE Ohl] + alOns 0.) = — (69) < liell Ms]. 
D a(8.,84) 2 0, 故 有 i 
g lO x lao. 
将 上 式 从 0 到 上 积分， 可 得 
los < Mec) f. Metar: (31) 
0 
根据 引 理 1.1 和 假设 (1.26), 有 


(aaO = fjv, — Ps? < Mu ~ ul e di — Pi S CR lle 


letri = Prut) — sirih S Ch leti 
将 它们 代入 0,31), 又 得 


lle CO < Ch" (jue. + f ellar}. (1.32) 
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最 后 ， 定 理 的 估计 式 (1.25) 可 由 (1.29) 和 (1.32) 通过 三 角 不 等 式 导出 . 
定理 1.4 (Hi- 估计 ) 当 S, 具有 逼近 性 质 (1.10) JE B ur fio dh ug 满足 
lus — wh < Ch pe (1.33) 


HT, dr (1.11) 新 定义 的 近似 解 us (0) 满足 


i 


t E] 
leatt) ~ uth < Ch" D + lute + (f T) | 000434) 


WBA 059 ualt) = Ahit) + nlt). 由 引 理 11, 有 
lin = P(E) — «(2i < CR hull- 


其 次 ， 在 方程 (1.30) PR vr = 6,4, 可 得 
ld 


1 1 
3 (Oh Oa) = Cm ba) < lal + zl 


lör all? + 
或 者 F 
ga (9 0) < ladi? 
对 上 积分 后 ， 得 到 
a(04.(£), 8, (£)) < a(85.(0), 8, (0)) + Í aer) dr. 
于 是 ， 有 
*lis f. < a(0(5),0.(5)) < MIJ8s COIT + Í lla Cr)I?ar. 
另外 ， 有 估计 
loco < le — w lla + lo Pui S Ch" [ull 
Im = Pra(T) — tul S CR NTN. 


综合 以 上 估计 ， 即 可 证 定理 估计 式 (1.34). 
下 面 ， 为 了 说 明 由 Galerkin 有 限 元 法 所 得 半 离 散 模 型 与 原 连 续 模 型 的 相似 和 
遍 近 性 质 ， 我 们 特地 对 齐 次 抛物 方程 的 帝 近 问 题 作 进 一 步 的 讨论 . 
考 虚 齐 次 抛物 问题 ， 
u + Au=0, rcO,0«t«-roo, 
u — D, rcl, (1.35) 


ulz, 0) =u, zem, 
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其 中 算 子 A 和 相应 的 双 线性 泛 函 见 $1.2. 此 问题 的 Galerkin 近似 ( 半 离 散 模型 ) 为 : 


Usb: Vh) talun, vr) — O0, Yon € Sa, t > 0, 
I a) + afun, Un.) h € Sn (1.36) 


us(0) = vf. 


与 连续 模型 (1.35) 类 似 ， 问 题 (1.36) 的 解 unit) 仅仅 依赖 于 t= 0 时 刻 指 定 的 初 值 
u$, 记 为 ualt) = Enlt, 0)us(0), 并 记 ualt) = Enlt, s)un(s), XI-F 0 € 8 € t « oo, 
称 (Ex(t,3): 0€ s € £ « Foo] 为 半 离 散 抛物 问题 (1.11) 的 解 算 子 ， 利 用 它 可 将 该 
问题 的 解 表示 为 ， 

un(t) = Enlt, Oju? + f En (t, a) Po f (s)ds, (1.37) 


其 中 Po 是 从 I2(0) 到 其 子 空间 Sa 上 的 投影 算 子 。(1.37) TAX $1.1 节 中 Duhamel 
公式 的 离散 形式 ， 由 定理 12 推 知 


lE C, sjoni < os Ven € Sh,0< s & t. (1.38) 


A En $3), Ets) 与 连续 型 算 子 E(t, s)( 见 $1.1) 具有 许多 相似 的 性 质 ， 另 外 ， 
不 难看 出 ， 齐 次 问题 (1.35) 的 Galerkin 近似 (1.36), 实际 上 就 是 用 Ex (t,5) 作为 解 
算 子 Elts) 的 离散 近似 ， 不 妨 设 up = Pow, 那么 ult) = E(t,0)Pou?， 引进 误差 
算 子 

F&(t,s) = Enlt, s)FS — E(t, 5), 


则 有 误差 表达 式 e(t) = un(t) — u(t) = Fi(t,0)u9. B4, IEG S), [[En(65)]| € 1. 
故 知 Fhtt, s) ARARAT: HER v € LAO), 


Fait soll < ivl], 0X aS t< +o. 


进一步 的 分 析 ， 可 以 证 明 (A [7] S [2]): 34 (54,0 < h < ho 具有 性 质 (1.10) 时 ， 
如 下 估计 式 成 立 ， 


Falt, eoll € Ch*(£ — 5)" 5|v|, O<s < t< coc. (1.39) 
由 信 计 式 (1.39), 我 们 可 以 得 到 关于 齐 次 独 物 问题 (1.35) 半 离 散 近 似 解 的 一 个 
误差 估计 . 
定理 1.5 假设 v c L(A) u = Pt, JE H. (S,,0 < h < hg) 具有 性 质 
(110), WIW (1.36) 所 定义 的 半 离 散 近 似 解 us (t) = Enlt, 0) Su? 满足 


| 的 — uti) € CRETE jju’, 0«t«-roc. (1.40) 
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在 此 定理 中 ， 关 于 初 值 仅仅 要 求 u € L (0), 被 称 作 非 光 滑 初 值 ， 所 得 估计 式 
(1.40) 的 右 端 出 现 负 需 £75. AT. 尽管 如 此 , 定理 表明 对 于 + > 0, 半 离 散 癌 题 (1.36) 
的 解 仍然 具有 最 佳 阶 的 收敛 速度 ， 

我 们 看 到 ， 上 面 给 出 的 误差 估计 式 0:40) 的 右 端 仅 出 现 问题 (1.35) 的 初 值 ， 
没有 用 到 真 解 及 其 导数 去 表示 误差 界限 . 对 于 具有 光滑 初 值 的 齐 次 抛物 问题 , 同样 
地 可 建立 明显 依赖 于 初 值 的 误差 估计 式 . 

定理 1.6 ”假定 ie 五 "(D) 并 满足 协调 条 件 ， 

(y e MARA), j- 91. . [7]. 
其 中 (w) = -Alula j= 1,2, ,(u9)g = u9, 并 设 (S4,0 <h < ho) 具有 性 质 
(1.10), 则 (1.36) 的 解 unlt) 满足 ， 


ealt) — «(| € Ch*lu?ll., 0 «t < +o, (1.41) 


(HEHA W, [6]). 
最 后 ， 对 半 离 散 问题 (1.11) 中 初 值 up 的 选 法 作 一 点 说 明 . up € Sa 有 以 下 选 
取 方 法 ， 
19. Xt uj) Jg wu? 在 子 空间 Sh 上 的 L? 投影 ， 邑 令 u= Pou?, 它 由 下 式 惟一 确 
定 
(Pou, vn) = (uf, vr), Yon € Sh- (1.42) 


29. 34 S, ERAH n 上 的 分 片 插值 多 项 式 组 成 时 ， 那 么 up 可 取 为 如 (zx) 在 
Sn 中 的 插值 函数 ， 记 作 Pru? € Sha. 
39. Bt uj Xy u? E S, 中 的 椭圆 投影 BIA uj = Pu, 它 由 下 式 惟一 确定 


a(Piu9,v,) = a(u9,v,), Vv, € S4. (1.43) 
由 上 面 所 述 方法 选取 的 近似 初 值 up 千 满 足 定理 1.3 和 定理 1.4 的 要 求 ， 即 


lud — utle < CR lull s = 0,1. 


$1.4 ”基于 一 般 椭圆 融 近 的 方法 


前 两 节 讨论 的 Galerkin 有 限 元 法 ， 要 求 有 限 元 近似 空间 S, C Ha (0), 即 S, 中 
的 函数 必需 满足 边 值 条 件 ， 在 工 = 00 上 恒 等 于 零 ， 当 0 为 带 曲 边界 的 区 域 时 ， 
构造 满足 上 述 要 求 的 空间 Si 是 比较 难 的 . 为 了 克服 这 一 困难 ， 人 们 提出 了 种 种 修 
正 的 Galerkin 有 限 元 ， 如 拉 开 乘 子 法 四 、 插 值 边 界 条 件 法 向 和 Nitsche 方法 dl 
等 ， 这 些 方法 的 共同 特点 是 仅仅 要 求 近似 空间 S, c HA), 解除 了 在 工 上 恒 为 零 
的 限制 ， 本 节 介 绍 如 何 将 这 些 方 法 应 用 到 抛物 问题 ， 
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本 节 考 虚 如 下 含 低 阶 微 商 项 的 二 阶 线性 拍 物 方程 的 初 边 值 问题 : 


wm + Au = f(zt), zenoctzt, 
u=0, zer-280,00«t«t', (1.44) 


u(z,0) = u*(z), zen, 
其 中 ， 
Auc - X DA Sr >- (asle a) t» bg + c(z)u, (1.45) 
j=1 


i—17j-1 
ai(x) = aji(z), c(x) > 0. 


引进 与 算 子 A 相应 的 双 线 性 证 函 


d 
ð 
a(u,v) = Í Siege +a) dz + | Du (1.46) 
J= 


i=l j=1 


这 里 ， 由 于 低 阶 微 商 项 Yu ; 的 出 现 ， 算 子 A MRAZE o.) 不 再 具有 


BH {对 称 ) 性 质 ， 不 过 我 们 仍然 假定 算 于 A 为 一 致 剖 桶 圆 微 分 算 子 ， 妈 存在 常数 
y » 0, 使 得 
a(u,u) > yljull], Vu € H3(Q). (1.47) 


Zk, E35— 1080777 RS NIA (CREER. (1.44) 的 变 分 形式 同样 地 可 写成 


| (un) tafu o) = (fu), Vo € HEA), (148 
u(z, 0) = ut(z). 
对 任 给 f € D (0), à X w - Tf € Hi) 为 下 述 椭圆 变 分 问题 的 解 : 
a(w,v) = (f,0), Yv € Hi(Q). (1.49) 
HAAF T: (N) 2 Hà(0). 可 将 抛物 方程 (1.44) 改写 成 
Tu,  u 2 Tf, u(0) = w^. (1.50) 


TB RE CLERC SR RRHIREER ERE (1.49) 的 一 个 有 限 元 法 ,也 就 是 说 : 给 定 了 一 族 有 
限 维 函数 空间 (84,0 <A < ho), MIRAT (74,0 < h < ho}, HF Th : LO) 一 Sh 
为 算 子 了 的 近似 算 子 .由 此 ， 我 们 可 以 定义 撮 物 问题 (1.44) 的 一 个 半 离 散 近似 
KERI ualt) :了 = (0,00) 2 5, 使 得 


Thune + un = TRf, un(0) — uj, (1.51) 
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HP up € S, E u? 的 某 一 近似 . 为 了 确保 (1.51) 的 解 un(t) 具有 满意 的 收 剑 性 质 ， 
自然 要 对 (0,0 < h < ho) 附加 一 定 的 条 件 ， 同 时， 我 们 还 希望 “假设 条 件 ” 尽 量 
的 少 ， 以 便 将 常见 的 那些 方法 能 够 包括 在 内 . 

以 下 ， 我 们 假定 (74,0 < h < ho) 满足 下 列 条 件 : 

(ia) (f, Thaf) 2 0, HE f € (0), 并 且 (vu, Tuv) > 0, IAA 0# vn € Su; 

(ib) (74,9) — (F, Th9)l € CC, Th fÈ Thall, 对 任意 fo € L7 (0); 

(1) 存在 正 整 数 " > 2, 使 得 

li ~ Tfl < CR 2x ss r. 


首先 , 我 们 就 几 个 较为 重要 的 例子 来 检验 上 述 假定 条 件 ， 以 说 明 这 个 理论 分 析 
框架 的 适用 人 性. 
例 1.1 Galerkin ERTE. XÆ S, C HAO) 相应 的 权 圆 近似 算 子 Ta 由 
TREX 
a(Tif, vy) = (fv), Yon € Sh, f € L (O). 


此 时 ， (1.51) 等 价 于 $1.2 中 的 Galerkin 有 限 元 法 ， 即 半 离 散 模型 


(un, Uh) + alun ou) = (fon), Von € Shs 
下 面 验证 一 下 条 件 (ia), (ib) 和 (1). 首先 , 由 Ta 的 定义 和 (1.8), 有 
(T«f) = a(Ts f, Taf) > yD > 0, 
He E (f, Tu f) =0, 则 了 Tf — 0. 其 次 , E vn € Sr W (on, Thun) = 0, RU Thor = 0. 
而 


Iva. ll? = (v4, vA) = a(Thva, vs) = 0, 


HA vr = 0, 故 (ia) 得 证 .为 证 (ib), $ v, = Th fo ws = Thg, 利用 分 部 积分 可 得 


(Tafa) - (Tug) = A(Thg. Taf) - AQ f, Tug) 
] d 
= " em 到 wd 
-人 > Yin jh 十 Scand 


< Cljes a les] < CC. Taf)? Tagli 
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即 (ib) ZHE. EFA Gi), 它 是 椭 图 方程 边 值 问题 Galerkin 有 限 元 法 的 标准 结 
果 ， 已 在 $1.3 中 证 明 过 ( 引 理 1.1). 

例 1.2 拉 氏 乘 子 法 。 ”此 方法 是 Babuška 在 [8] 中 建议 的 ， 这 里 的 陈述 与 8 
稍 有 不 同 . 设 Sn 和 5; 分 别 是 HO) 和 Hi(89) 的 子 空间 ， 具 有 通 近 性 质 : 


inf. {llw — vil] + hle — vali) x C^*lwl,, 对 于 1 < sa <r 
Vh ET 


。 —1 taf : n f al 
nt Uo 2 |w PS (og) t A5 bw VLLL 


< Che|w/ loros, XP, «s r- È 
MAÉ 
leali € CB- Vus € S, 
llenan) € Chlla, Yeh € Sj. 
用 <… > 代表 LOND PHAR. Si 为 一 充分 小 的 正 数 . 定义 如 下 子 空间 
Sj = {0n € Oh :« op v], >= 0, Vv], € Sj). 
同时 ， 定 义 椭圆 近似 算 子 Th : (R) 一 Sh 
a(Thf,vn) — (fva), Vus € Sh- 
对 于 上 述 [78,0 < h < ho), 可 按 例 1 的 方式 验 明 假设 条 件 (Ga). (ib) 和 i) 成 
A. FEE, (ia) 的 验证 与 例 1.1 完全 相同 . 当 验 证 (b) Ef, WA 1.1 的 过 程 ， 由 
于 Sa YK HN), 在 作 分 部 积分 时 多 出 一 项 ， 为 此 ， 需 要 补充 证 明 
n b;n;vi wy das 
an 
其 中 zj 是 00 的 单位 外 法 向 量 的 第 j 个 分 量 . EEE, lels (oq) É C||vl- 其 
次 ， 根 据 S, 的 定义 以 及 S, 和 S; 的 允 近 性 质 ， 适 当地 选取 v; € 总 ,可 得 


f b;njunwads! = |/ (bnjvn — v;)wnds 
8n on 


< Cllvnlli - !]owa |l. 


< Cl|bjn;vs — villir- à (og leel at (oy 


S Chl||b;njval uà aa là (an) 


< Chllbsnsvall - lhwall 


S Clos f los] 
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由 此 Gb) 得 证 ， — (3) 的 证 明 见 [7]. 
例 1.3 Nitsche 方法 ， ”为 解除 边界 上 的 限制 ， 此 方法 利用 一 个 修正 的 双 线 


TEE HR 
ü&(v,w) = s) - (2, v)- (eager ) 


Th «vw 


d d 
代替 alv w), 其 中 8/8v = 》 》 ain;8/02;, B 为 某 一 取 定 的 正常 数 . 引进 范 数 


t=1 7 一 1 
lolll = Iel] + k? Vollan + h^ llis con 
假定 子 空间 S. 具有 逼近 性 质 
inf. {lle — val] Allie — valli} S Ch*lelle. 2< « 5 v. 


和 如 下 迹 不 等 式 (参看 [11]) 


osllizcany < CR Elun, Yor € S», 


lerln € Ch-3|vslhi, Ven € Sx. 
可 以 证 明 ， 对 适当 选 定 的 常数 p, as (vw) 满足 : 
lan(v,w)| € M Ilol- Illl, 
oak (vn va) > ^ ell, Ve E€ Ss. 


ROM S AE S. 
借助 Sa MIRTE VS an{-,-), 椭圆 近似 算 子 Th : (0) 5 S, 由 下 式 定 义 


G& (Ts f, v4) = (fuh), Yup € Sx. 
用 类 似 于 引 理 1.1 的 证 明 可 建立 如 下 误差 估计 ， 
[y — T)fl + RII. — Tfl S Ch" lflls-2, 2S 55r, 
即 条 件 Gi) 成 立 ， 其 次 ， 由 T& 的 定义 ， 有 


(f, T«f) = a (TJ, Taf) > 5T FII > 0, 
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其 中 等 号 仅 当 了 Thf = 0 成立， X Un € Sy H (vs Tavr) 二 0, W 
[vn |^ = (vn, v) = an(Thtn, va) = 0, 
故 v, = 0, Hl (ia) 成 立 ， 为 验证 (ib) & vi = Tk f, ws = Tag, WE 


QT. fg) — (f, Tug) = a&(Thg, Tf) — an(Ts f. Tog) 


= awn, vi) — afun, wx) 


d 
=- f) Das Stunde «f Dbjnyvhwhds. 


由 || [I] 的 定义 和 和 迹 不 等 式 ， 对 于 上 式 右 端 第 二 项 ， 有 


L.S » njVviwpuds 


< Cli[os l| - wall < CC. DA Tkg. 


很 明显 ， 对 于 右 端 第 一 项 也 有 这 样 的 上 方 估计 ， 所 以 Gb) RE. 
下 面 ， 我 们 讨论 半 离 获 近似 方法 (1.51) 的 收 化 性 和 误差 估计 ， 先 证 如 下 引 理 
引 理 1.3 WÈ (ia) Rž, B 


Tyus +w =g, t>0, (1.52) 


€ Clvall c2tony lerle an 


则 有 
lotol< lw + C fison + [ ledar}. (1.53) 
证 明 ”由 方程 (1.52) 两 端 与 w 作 内 积 乘 ， 得 到 
Trwm) 13 quf = (gu) = 5 (g,) — (anw). 
A (Tuus, w) > 0( 由 条 件 Ga), 故 有 
"M d 
Self «2 a) - (s). 
上 式 关于 t 积分 后 ， 得 
DI < CON + AO - let 
+2lo(ojlllotojll + 2 Í lge Ge) olds 


S sup ljw(r jj {lle(0} + 4sup [1gCs)]] + Ji llg.Cs)lds). 
TÉt exti [n 
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H lwl) = sup lw(s) 0 < 7 S t EXE t= r 应 用 上 述 不 等 式 ,可 得 


lex ON + tsup holt 2 f lese). 


注意 到 ， ， 
lg 的 上 = llg(0) + Í gi(s)dal| < Ilg) + n Ig. (s)]] da, 
于 是 有 ， 
wt < lw) + C[g(0)]] + f llge(s)l|ds}, 
引 理 证 毕 . 


现 设 u(t) 和 ux (E) 分 别 为 连续 问题 (1.50) 和 半 离 散 问题 (1.51) 的 解 . 令 e(t) = 
up(t) — u(t), 则 e(t) 满足 如 下 方程 


Thes +e = p(t), +>0, (1.54) 
其 中 elt) = (T — Th) — f) = -(T — T&)Aw. Xt w = e 应 用 引 理 1.3 得 
lett < lle(0)] + C lion «f lo cones. (1.55) 


由 假定 条 件 G), 有 
le = IKT — m) AP < Ch | Ane. < Rr ut] 
los)» KT — Ta) Auels) < Charles Chro) 

将 上 述 估计 式 代入 (1.55), 最 后 得 到 | 

leto < tent + CHF [nons + wora 


于 是 ， 我 们 证 得 如 下 定理 . 
定理 .1.7 HFT 满足 条 件 (ia) 和 (i), LAE u 满足 


lug — so | € CA" le’ le, 
MERA (1.51) HA us (t) 满足 
lua (2) — «(t s Ch* iret. 十 f Ito) ode] . (1.56) 
T 0 


关于 齐 次 问题 (f = 0 的 情形 ) Inf (a). Gb) 和 (i) 成 立 ， 可 以 证 明 类 似 
于 前 节 定 理 1.4 和 定理 1.5 的 误差 估计 式 . 
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注 记 ， 


. 关于 系数 依赖 于 时 间 、 非 自 共 入 二 阶 线性 扫 物 方程 Galerkin 有 限 元 法 的 理论 


研究 参看 [7] 或 四 中 第 4 3€. 


. 关于 有 限 元 近似 解 的 C- 模 误 差 估计 以 及 齐 次 方程 非 光滑 初 值 向 题 的 误差 估计 


参看 中 中 第 5. 3 &. 


,抛物 问题 的 混合 有 银元 法 和 时 . 空 变量 同时 离散 化 的 有 限 元 法 参看 四 中 第 9 
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第 二 章 ”抛物 方程 的 全 离散 计算 格式 


抛物 型 偏 微分 方程 的 初 边 什 问 题 ， 经 过 前 章 介绍 的 有 限 元 法 近似 转化 为 常 微 
分 方程 组 的 初 值 问题 ， 其 中 时 间 变 数 仍 为 连续 变量 ， 称 为 半 离 散 问 题 . 为 了 获得 所 
期 待 的 数值 解 ， 尚 需 将 前 章 所 得 半 离 散 问 题 对 时 间 变 量 进一步 离散 化 ,， 即 建立 全 离 
散 计算 格式 . 半 离 散 问 题 的 完全 离散 化 可 以 通过 差分 关 近 、 ER A A 
方法 来 完成 .在 本 章 中 ,将 以 热传导 问题 为 例 , 介绍 全 离散 计算 格式 的 构造 与 相关 
的 理论 分 析 方 法 . 


$2.1 简单 全 离散 格式 
考虑 热传导 问题 : 


u, — Au = f(r,t), ENCHOL<tET, 
u — D, (z,t) € 9€ x (0,T], (2.1) 


u(z,0) = uP(z), rE Q, 


d 
其 中 A =》 82/822 Jy Laplace $T. 在 取 定 有 限 元 近似 空间 S. C HUN) 之 后 ， 
j=1 


(2.1) 的 Galerkin 有 限 元 ( 半 离 散 ) 近似 为 ， 求 映射 us (0) :了 = [0,T] > Sa, 使 得 


ð 
rh) + (Vus. Von) = (S, va), Von € Sh: 

, (2.2) 
u&(0) = u? € S,. 


本 节 采 用 差分 忠 近 方法 构造 问题 (2.1) 的 两 个 常用 的 全 离散 格式 ， 为 此 ， 用 节 
HO-i4«tn«cxtiyc TRIB T = [0T], id Ia — (nitar) P 
ks zmüdu—ia a 为 时 间 步 长 ， H 的 是 求 初 边 值 问题 真 解 u(z, t) 在 节点 tan 一 1, 2, tt 
处 的 近似 值 ， 记 作 UT. 

向 后 Euler-Galerkin 格式 

求 U” € Sp, n=0,1,--- 使 得 

n  rm-l1 
(TET) e (vun vw) = t.) 
Vv, € Sy,n = 1,2, , (2.3) 


0. y? 
U" = ug. 
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此 格式 是 由 向 后 差 商 (un (s) 一 un(tn-1))/kn 近似 方程 (2.2) 中 的 导数 Bun(tn)/8t 
E ualt) 改 记 为 U' 而 导出 的 ， 不 难看 出 ， (2.3) 相对 于 方程 (2.2) 的 局 部 截断 误 
39 O(kn). 

采用 第 一 章 $1.2 中 的 矩阵 记 导 ， 格 式 (2.3) 可 改写 成 


(M + k,B)o* = Ma" + k,F(t,), n= 1,2,... (2.4) 


由 此 看 到 , 24 U” (Hl o?71) 已 知 , 那么 通过 求解 具 正 定 、 对 称 系数 定 阵 (MM 十 kn 5) 
的 线性 代数 方程 组 (2.4), 便 可 求 出 下 一 时 刻 的 近似 解 Un, 这 是 一 个 隐 型 格式 . 

下 面 假定 子 空间 S 具有 第 一 章 $1.2 HEREA (1.10). 我 们 用 能 量 估计 法 
来 讨论 全 离散 格式 (2.3) ARAE itt. 

定理 2.1 设 忆 为 热传导 问题 (2.1) 的 精确 解 ， 而 (Un) X d (2.3) 所 定义 的 
近似 解 ， 则 有 《 记 天 一 max kn) 


IU” — ulta jil € lug — | + Ch* (Ir? ll 
(2.5) 


f r Isto) fede +Ck f 7 [lus (s)f|ds, n > 0. 


证 明 4 U^ — u(t,) = U^" — Pultn) + Pyu(t«) ~ ulta) = 0" + o^, 其 中 
Pi: Hi(Q) — Sw 为 “椭圆 投影 ” 算 子 : {VY Pw, Vun) = (Vu, Vv), Vv, € S4. 由 
第 一 章 引 理 1.1, 有 


lj" li = M Pru(t2) — ut) S Ch"lhu(ts)ll- 


ta (2.6) 
< Chr {rl «f ons 
其 次 ， 不 难 验证 0" 满足 如 下 方程 GE B" — (0° — 071)/&,) 
(G0", vp) + (VO, Vv.) = -(R*, Va), VU € S5, (2.1) 


其 中 
R” = PO, u(ts) 一 wltn) 


= (Pi -Dw(t,) + (8u(t,) — wltn)) = RT + RZ. 
在 (2.7) 式 中 取 va = 0^, 注意 到 (V0^, V8") > 0, 可 得 
(807,0771) < |(&",0")| < [^| le"l 
或 者 M0”? — (8°71, 6") < k,|R^|| |j6"]|, 从 而 


Her? < (Me™ H+ &. I" |) - "1l. 
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消去 上 式 两 端 共同 因子 并 逐步 递 推 ， 可 得 


NEI < ool + V^; (RE + RID- (2.8) 
j=1 
因为 
， tj tj 
Ri = (P, - Dh? EOS 人 — Dur(s)ds, 
故 有 
Le IRI «Y E Chrlue(sjllds 
4=1 
< ow [^ lo (s)]|..dss. 
其 次 ， 由 于 


Rj 一 k; (ult;) 一 u(t; 1)) — ust) = -k;! f (s— t-1)un(5)ds, 


因此 ， 
2 Irii «^ E. (s — tj-iJuul3) 
i—1 
< or f” luat 8)||ds. 
此 外 ， 有 
Ie? = ll — Piu?) < Iu — wl + Ch" Ie]. (2.9) 
将 上 述 估计 代入 (2.8) 并 对 U” —u(44) = 加 十 应 用 三 角 不 等 式 ,定理 便 可 得 证 . 


Crank-Nicolson-Galerkin 格式 
求 U" € Sh, % = 0,1,.…, 使 得 


U^. Un-1 y" 十 U"™-! 
(Tu) t (Vv) = (f(t, i, v) 


Vv, € Shn 2 1,2, , (2.10) 
p? Lad. 
此 格式 是 由 在 ti 一 [n — ika 点 用 中 心 E-T:] (us (£4) — Uus (Es 1) /kn 近似 (2. 2) 中 


导数 Bus (£,..1)/0t 并 用 平均 值 (un (54) Fun (68 1))/2 近似 us (5,1) 导出 的 ， 它 的 
局 部 被 断 误差 为 O(k2). 
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采用 矩阵 记号 ， 此 格式 可 改写 为 
n-1,2,.., 


这 也 是 一 个 隐 格 式 . 
定理 2.2 Mt u 为 热传导 问题 (2.1) 的 精确 解 和 E — max ka, 则 由 Crank- 
Nicolson-Galerkin 格式 (2.10) 所 定义 的 近似 解 U" 满足 


|U* —ut)s lus — wll + Ch" T + f i TORN: 
0 (2.11) 


m f "Ouel Aula)ll}ds. 


证 明 。 类 似 前 面 作法 , $ U- ulta) = (U* — Pi) + (Piultn) - ufta)) = 
07 -- g^. 已 知 

ll < C^" lultn)lle < Ch" T f lu 
其 次 ， 容 易 验证 0 e S, 满足 如 下 方程 

(8,07, Vi) + 0H, Voa) = —( R", Un), Vus € Sh, (2.12) 
其 中 

R^— (P- DOu(ts) + (vits) — tltn_3))+ 
Au(t, 4) ~ A (ulta) 十 at = R? + R5 + RY. 
在 (2.12) 中 取 v — 1 (8^ 4 00-1), 得 到 


5 I fn 下 一 n n n-— 
(8r. ien 07) < unten + epo 


或 者 ep? - [en7 |? < kal R” (16^ 二 "请 去 两 端 共同 因子 和 关于 n 递 
推 ， 可 得 


le" < e+ 5 k (URAN + + RRID- (2.13) 


j=l 
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由 于 
LRL = IP: ~ D)5su(65)H S Ch Nort;))» 


tj 
< Ch"llk7! Í vd(s)dell. 
j—1 


«cii? [^ ollas 


i- 


和 
R2] = I8:(t5) — velti; 1 
一 jh [e 一 tj i), unis)ds 十 人 , {s 一 ol 
< Ck; F lenets)lids, 
类 似 地 ， 有 


vta = |a fut - 22-2] | 
t 
€ Ck; |. lA (s )llds- 
合并 以 上 估计 ， 得 到 
- , ， , tn 
3 suni] + RI e nd < ete f° stolae 
了 =1 
cie 人 (lee 人 e+lleAw(alas 
0 


此 外 ， jlgo| < lek — uhl + CA" ||? lle. 将 上 述 估计 代入 (2-13), 可 得 erl 的 估计 ， 
再 与 |m 的 估计 结合 ， 即 证 定理 中 的 误差 估计 式 . 

最 后 ， 补 充 说 明 一 下 ， 为 了 保证 定理 2.1 和 定理 2.2 中 的 误差 估计 有 效 ， 要 求 
热传导 问题 (2.1) 的 真 解 wz 国共 有 一 定 的 光滑 性 质 ， 使 得 估计 式 右 端 为 有 界 量 . 
另外 ， 从 定理 给 出 的 估计 式 清楚 的 看 出 ， 近 似 解 0" 与 真 解 utn) 之 间 的 误差 可 分 
为 两 部 分 ， 一 部 分 是 初始 值 近似 的 误差 lup- u? ||, 另 一 部 分 是 由 于 空间 和 时 间 变 
量 离散 化 所 产生 的 . 
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本 节 介 绍 通过 指数 函数 的 有 理 训 近来 建立 半 敲 散 问题 的 高 阶 精 度 单 步 格式 的 
方法 . 
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先 考 虑 齐 次 热传导 问题 


us — Au = 0, (z,t) € Nx (0,00), 
u — 0, (z,t) € 0€ x (0,00), (2.14) 
u = u(x), x € Qt — 0. 
R {Sm h > 0) 为 有 限 维 空间 族 ， 并 给 定 了 逼近 T = (-A)-: 的 一 族 算 子 
{Th h > 0), 其 中 算 子 Tr : (0) 一 S, 具有 以 下 性 质 ， 


Gü) TD EARN, CE LO 上 正 半 定 并 在 S, 为 正定 ; 
ü) 对 任意 feH'(Q)0cszr-2, 


I. — TIFI € Cht? IL, (2.15) 


T, 代表 一 般 的 椭圆 逼近 算 子 ( 见 第 一 章 81.4). 然后 , 令 Anr = —T, 并 视 An 为 从 
Ss 到 Sy 的 算 子 (离散 Laplace 算 子 ). 由 此 ， 可 以 定义 向 题 (2.14) 的 举 离散 近似: 


求 urt) € DRE: 之 0 满足 
| dun — 人 = 0, 


at (2.16) 


un l0) = u$ € Sh- 


此 问题 的 解 可 表示 为 un(t) = e'^^ uf, M es 人 * 称 为 半 离 散 问 题 (2.16) 的 解 算 子 . 
现 设 v(z) 是 指数 函数 e" 的 一 个 有 理 分 式 近 亿 ， 


r(z) = e? + O(|zi"), 34|z] ^ 0, (2.17) 


其 中 v 为 某 一 非 负 整数 ， 并 且 7(z) 在 负 实 轴 上 无 极点 . 利用 函数 r), 我 们 可 以 定 
义 问 题 (2.16) 的 如 下 单 步 全 离散 格式 : 


p^ = pi kA U", n= 0,1, ; 
| (en) (2.18) 


U? = 4, 
其 中 U^, vf HEF Sak > 0 为 时 间 步 长 ， 并 称 (2:18) 为 (2.16) 的 > 阶 精 度 格式 ， 
作为 例子 ,考虑 S, c HLO) A Th 为 Galerkin 通 近 算 子 , HE], Th 和 An 分 


别 满足 : 
(VT, f, Vv.) = (fiva), Von € Sh f € L7 (t2), (2.19) 


(- Ahuh UR) 一 (Vus, Vox), Via, Uh € Sh- (2.20) 
Eg e* = (1— 2)! + O(s2), 24 |z| — 0. 车 取 


ro1(z) = (1— 2 一 1 
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则 由 (2.18) 所 定义 的 全 离散 格式 为 向 后 Euler-Galerkin 格式 : 
(U^,v4) + k(VU", Vun) = (U^, v), Vv, € Sh. (2.21) 


其 次 ， 若 取 
riz) = (1+ Sa 一 2) 
此 时 由 (2.18) 所 得 全 离散 格式 为 Crank-Nicolson-Galerkin 格式 ， 
k 
U^, T(VU",V 
(U^, và) 十 zí n) (2.22) 
= (U”-L un) — 5 (VU Vu), Yon € Sh. 


由 于 e = ri(z) O23), 25 || 一 小 所 以 格式 (2.22) 比 (2.21) 的 逼近 精度 高 一 
阶 . 

设 DP ier -An 的 特征 什 , (49) c s, 为 相应 的 正规 、 直 交 特 

Nh 


Ate (409,909) = Rs ij = 1,2, ,Na 对 任意 vh € Ss ARR: wh = Yo 


j=1 


Ns 

(01,91 )9f?, 2E B. loal? = 》 ^ (vs, of? (Parseval 等 式 ) 由 此 ， 可 得 全 离散 格式 
j=1 

(2.18) 的 下 述 谱 表达 式 ， 


U” — r^(kA&)ug 


VA (2.23) 
一 D CEPR PDAS. 
由 表达 式 (2.23) 可 以 看 出 ， 若 
15525, Ir-ra] < 1, (2.24) 


则 有 
Np "m 
Jul? < S jere] = nate. 
j=1 
从 而 格式 (2.18) 在 IM) 范 数 意义 下 是 稳定 的 ， 为 了 对 条 件 (2.24) 作 进一步 的 分 
析 ， 需 要 对 算 子 An 的 特征 值 [99]. AP > o) 加 以 估计 ， 假定 在 5 中 如 下 
逆 不 等 式 成 立 : 
Verl] & Cohosh, Yos € Sh» 
(Co : Shun ARHI CIT) 


(2.25) 
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则 有 
TE - - tsm 
= | vef? < ca-l, 
j= 1,2,- Nn- 
由 此 可 得 如 下 估计 式 ;: 


0« X) = max A9 < C257, (2.26) 
m O LEJEN 1 o 


从 而 条 件 (2.24) 的 检验 转化 为 考察 如 下 形式 的 不 等 式 何 时 成 立 


max |r(-kA) = max 
0cA«AUP OcAzkAUP 


Ir(-^)| € 1, (227) 
其 中 kA < C2(kh-?). 
考 串 一 个 简单 例子 ， 已 知 ez = 0-0) r O([z[2), 4 |z| > 0, ER rfz) 21-4 z, 
此 时 (2.18) 为 熟知 的 向 前 Euler 格式 
Ut = (1+ kAa)U", n=0,1,.…. (2.28) 
因为 r(-A = 和 -Al<l 当 0<A<2. 据 此 和 1{2.27) 可 知 只 要 限制 


k/h? < ao = gre. (2.29) 


那么 条 件 (2.24) 必定 成 立 ， (2.29) 称 为 网 比 限制 条 件 .可 匈 ， 对 于 向 前 Euler 格式 
而 言 ， 为 保证 格式 稳定 需要 对 网 比 附加 限制 条 件 (2.29), 即 属 条 件 稳定 格式 ， 

单 步 全 离散 格式 (2.18) 可 按 如 下 方式 加 以 分 类 ， 如 果 其 中 有 理 分 式 r(2) 分 别 
满足 条 件 ， 

(I) [r(-^)) «1, 40 «A « o, a 为 某 个 正 实数 ; 

(Xu) |r(-^)| « 1, 对 所 及 > 0; 

(UH) |r(-^)| € 1, 34 ^ — 0, E. |r(—o0)| < 1, 
则 我 们 说 格式 分 别 属于 1. IAI. PEAH, R CI) (E) 和 CIT) 是 逐次 增 
强 的 ， 即 每 一 条 件 都 蕴含 着 它 前 面 的 条 件 ， 另外， 若 r(z) 属于 I 类 并 且 


kA < on ,对 某 个 al € (0,0), 
则 称 格式 (2.18) 属于 I 类; # r(z) 属于 开 类 并 且 
EA < or, 对 某 个 oa € (0, oo), 


则 称 格式 属于 I 类 . 
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下 面 来 讨论 全 离散 格式 (2.18) 与 半 离 散 问题 (2.2) 之 间 解 的 误差 估计 . 
定理 2.3 BAHA (218) 属于 I, I AIDE, RD t, = nk > 0 和 
u? 一 Py, 有 


U” — us (t&)|| < Ck"t; "||? (2.30) 
为 证 此 定理 ， 引 进 函 孝 


Faiz) = r(z)^ ~ e”, 
于 是 U” 一 (tn) = Fa(kAnjup. 注意 到 


(RAR = sup |Fa(-kA P) = sup |F(—A), 
1€js M, AfkEan 


其 中 on HAT -An 的 谱 集 ， 南 此 可 知 ， 上 述 定理 是 如 下 引 理 的 推论 ， 
引 理 2.1 WE AAT IL. IL ÄI, REST ts — nk 0, 
|FA(—A^)| € Ck"tz", 3 ^ /k € oy. (2.31) 
证 明 ”要 证 的 估计 式 等 价 于 
|F&(—^)] < C(kft,)" = Cn”, (2.32) 
其 中 
F(A) = r(-^)^ — e77^ 


= [r(-^) - e7^] X r(—A)!7173e7j^, 


当 格式 (2.18) 属于 I 和 I 类 时 ， 令 or 分别 地 取 o 和 os, 则 有 


Ir(-^)] < 1 对 任意 A E (0,o*). 
另外 ， 由 假设 (2.17), 有 


r(-^) =e c O([ A I7) 


— exp (— ^F o(^)), HA — 0. 
从 而 ， 存 在 常数 6e(oD 使 得 


Ir(-A)| € e ,^, 3430 < A c o^, 


并 有 


|r( 一 A) - e^^| x Carti, 对 0<A<o 
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已 知 当 A/k Eon ft, 0<A<a*, KA 


[BA)| < Cn Aartle-Bln-DA 
= Cn” (nA) t eP ep 


€ Cn^", Y0 A< 0" 


(其 中 用 到 (nA) tle 809) — 0( n — +oo) 的 事实 ), 从 而 引 理 2.1 对 I A m 类 
格式 成 立 . 

对 于 严 类 格式 , 需 补充 证 明 估计 式 (2.32) 在 ^ 大 于 某 一 固定 值 情 形 仍然 成 立 . 
为 此 ， 不 妨 考虑 A > 1 的 情形 ， 此 时 


e ^"^ < e^" < Cn" (Bin"e^" — 0, Hnr 一 十 oo)， 
其 次 ， 因 jr(-o9)| < 1, 故 有 


sup |r(-^)| € e" **, €, > 0( 常 数 ). 


AD1 


于 是 ， suplr(-A)^| € e-€* < Cn”. 因此， 对 于 A>1 的 情形 亦 有 


IF&(—^)| = Ir(- A)" - e7"^| € Cn. 


至 此 ， 引 理 2.1 得 证 . 

将 定理 2.3 的 估计 与 第 一 章 中 半 离 散 近似 解 的 误差 估计 ( 见 第 一 章 定理 1.5)， 
可 得 金 离散 格式 近似 解 与 齐 次 热传导 问题 真 解 的 误差 估计 . 

定理 2.4 PAKA (2.18) 属于 I, I AIDE, MHF 4, = nk > 0 和 
u? = Pouo 有 


lU — ut) € C(h^t* + kt" Hut. (2.33) 


附注 Padé 逼近 方法 可 用 来 构造 形 如 (2.18) 的 高 阶 精 度 全 离散 格式 . 由 Padé 
m A 
rg (Z) = ez 十 O(z?* **1), 247] 一 0, 
其 中 rpa(2)] = Qpalz}/Ppalz}, 


Bt- y 
Q0 7 S Ea - 


avs Go ta- tb, 
Fn 7 Dr re 
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ER r(z) = rpg (2); 可 以 验证 ; 
1.?4 p q 时， 格式 (2.18) 属于 I 类 ; 
2. 4 p=q 时， 格式 (2.18) JT T1285; 
3. 当 p>g 人 时， 格式 (2.18) 属于 严 类 ， 并 有 r(—oc) = 0. 
作为 属于 正 类 而 r( 一 00) #0 的 一 个 例子 ， 有 如 下 Calahan 格式 ， 其 时 
r(z)-1-4 z -X( Z ) ， 


1— bz 6 \1—bz 


1 V3 
zo 
34 ^ € (0, +00), IRE r(—^) 是 和 的 单调 下 降 函 数 ,， 并 有 ri-o) = 1— V3 > -1 所 
以 |r(~oo)| < 工 且 有 PA < 1 当 A > 0. 可 见 ， 上 述 格式 属于 三 类 .其 次 ， 因 
r(z) = e* + O(Iz[*) 35 |z] — 0, 故此 格式 为 3 阶 精 度 格 式 (> = 3). 
直面 再 来 扼要 地 介绍 一 下 非 齐 次 热传导 问题 高 阶 精 度 单 步 格式 的 构造 方法 . 
此 时 间 题 (2.14) 中 的 第 一 式 是 含 源 项 的 热传导 方程 


wt — Au = f(z,t), (z,t) € Q x (0,0). 


这 里 ,假定 空间 变量 的 离散 化 与 记号 如 同 前 面 齐 次 问题 的 讨论 中 所 述 , 则 可 将 非 齐 
次 热传导 问题 的 半 离 散 近 似 写 成 ， 求 us (0) € Srt > 0 满足 


P9 Apu = Pof (t), t> 0, 
(2.34) 
uj&(0) = uf. 


Wk O0 为 时 间 步 长 . 其 次 ， 设 "(2z),q1(z),… ,gm(z) 为 给 定 的 有 理 函 数 ， 它 
们 在 算 子 ks, 的 谱 集 上 一 致 有 界 CET. kh), 81,B2,… ,Bm 为 [0,1] 上 的 互 异 实 
数 . 这 样 ， 可 定义 近似 (2.34) 的 一 个 如 下 形式 的 全 离散 格式 : 


Ut! = r(kAn)U” tk) gi(kAn) Pf (ts + Aik), 
í—1 
MM (2.35) 


0—0 
U' = uh. 


由 此 确定 的 {U") HRE ERRA ule, t) E tn = nk, n —0,1,--- 时 刻 的 近 
似 . 

格式 (2.35) 对 于 (2.34) 的 通 近 精度 (又 称 截断 误差 ) 可 以 这 样 来 措 述 ， 若 对 于 
任意 充分 光滑 的 f(0), 均 有 
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Pn un(ts i) — r(kAa)un (t5) 


-k V gi(kAn) Po f (ta + Aik) (2.36) 
i=l 


O(k**1), 34k > 0, 


也 就 是 说 , 将 (2.34) 的 解 us (0) 代入 方程 (2.35) 后 ,此 方程 两 端 之 差 为 Oket), 此 
时 称 (2.35) 为 p 阶 精度 格式 . 将 (2.36) APRI Pof 换 成 ut 一 Anun, TEXT E TE 
Taylor 展开 可 得 GE d'u, /dt! 为 u$?) 


pr = E ri (tn) — r(kAn)urltna} 
m! 


-Ya (kA) um (Ar (ud G1) A nu Ot) 


=0 
"M — p 
«f EPA (PED a)ds (2.37) 
t p 


-eta 人 | (ptl)(s)qds 


t4 8i k — P 
Eal kA) f (ts Be a aul? (s)ds. 


Z (» - 1)! 
ES m 
hol) =1- r0) 2 2 L9 
hlz) =1-— 1 aiae) +z » Bigi(z), 
1«i« un j 
ho(z)=1 EX 
则 有 


pn = Y P duke) (o) + Rna + Rna + Rn,s, 
i-0 ` 
其 中 Rail = 12,3) 分 别 代 表 (2.37) 右 端 全 有 积分 的 那 三 项 . 注意 到 Rai = 
O(k**!), = 1,2,3, 由 表示 式 (2.37) WA: 全 离散 格式 (2.35) 为 p MARRI 
分 与 必要 条 件 为 
hilz) = O(P), 1 0,1,-.- ,p. (2.38) 


kót, Æ rile) = 
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j 1 
ri(z) = 了 一 世人 一 Zhi(2), {=0,1,-...,p, 


不 难 验证 
n() — da (e - > 站 -Y aut) 
TEM 
ry) = ea (o - > 3 
并 且 条 件 (2.38) 等 价 于 
hilz) = O(P), 12 0,1,--- , p. (2.39) 


现在 进一步 证 明 如 下 定理 ， 由 它 可 以 得 到 构造 阶 精度 格式 的 一 个 可 行 的 方 
法 ， 
定理 2.5 —— di m «€ p, RI X, (2.35) 为 卫 阶 精度 的 充分 与 必要 条 件 为 下 列 条 
件 成 立 : 
(i r(z) — e+ O([z|P**), 3|z| = 0; 


(ii) ni(z) = O(|z|?-*), i1—0,1,---,m-— l; 


1 
(iii) f wla) ds =0, j—20,1,---,p—m— 1, 
0 
其 中 w(s)- IIs — fi). 
证 明 不 难 证 明 (ui) 等 价 于 ， 存 在 bibe. ,bm 使 得 
1 UT 
Gi [ e(s)ds- Y bre (8). Ve CT. 
0 j=1 


这 里 ， Ip- 代表 所 有 次 数 <p 一 1 的 多 项 式 集 合 . 
为 证 必要 性 ， FAR uEBR (iii)! 对 p= s', l= 0,1,...,p—1 成 立即 可 . 由 ri(z) 
的 定义 和 (D). Gi), 可知 


1 TU 
ri(0) = —— — $ ` 8íg,(0) = 0, 1—0,1,--- , p— 1. 
' 1+1 2. i5 
因而 ， 若 令 b; = g;(0), WA 


1 m 
1 
{ 2B T AES e Do 
f s'ds = 1 C25 {= 0,1, p 1 
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再 来 看 充分 性 ， 为 此 只 要 证 明 (i). Gi) 和 (i) Ae 


ri(z) = Ofle, F= m mel, npl. (2.40) 
HABRA (G), 我们 有 
Hi pl l zÍ 
T A er175)gldg — ex 一 2 页 
l : 
= p(z} — 5 E. 4 O(|z]* *), jz] - 0. 
j=0 7 


从 而 l . 
rz} = f gi179) gids 一 3 8la;tz) 十 O(|z|* -iY. 
o 


j=1 


现 将 u(s) HRY Yaja, 其 中 am = 1. 这 样 由 上 式 和 Gi), 可 得 


j=0 


m 1 
Y ajrin) = f er0 -stw(sjds 十 O(z| 叶 ” 
j-0 0 

= O(a}, 12 0,1,---,p- m-l. 


依次 令 1 = 01……,p 一 叹 一 1 按 上 式 进行 递 推 ， 即 可 证 明 (2.40). 至 此 定理 证 毕 . 
最 后 ,我 们 介绍 构造 形 如 (2.35) 的 全 离散 格式 的 方法 . 先 补充 定义 : 设 po € p, 

如 果 满 足 条 件 

rií(z) 20, 1=0,1,...,po—1 
或 等 价 地 

hilz) = 0, t= 0,1,- ,po— 1, 
则 称 格式 (2.35) 为 严格 po 阶 精 度 ， 对 于 和 任 给 正 整数 p 和 m, 假定 p/2 E m € p. — 
个 具有 了 WARMER m. 阶 精 度 的 格式 可 以 这 样 来 构造 ， 首 先 选 取 一 个 有 理 函 数 
r(z), 让 它 满足 定理 2.5 中 的 条 件 Gh 其 次 ， 按 条 件 Q8) 在 区 间 [0,1] 上 选 互 异 的 求 
积 节点 {Gho 例如 在 p = 2m 的 情形 , {b 是 惟一 确定 的 ， 它 是 [0,1] 上 的 
Gauss 型 节点 ; 然后 ， 有 理 函 数 {gj(z)};1 则 由 下 述 方程 组 决定 ， 


Paue = au (-X5) 280,1 um 1. (2.41) 
由 于 (8/5. 互 异 ， 上 述 方程 组 的 系数 矩阵 是 非 奇 异 的 ， 故 存在 惟一 解 ue) 
并 知 gj(z) 与 7(z) 具有 共同 的 分 母 ， 这里， 条 件 p < 2m 是 用 来 保证 适合 (ti) 之 
(8:97. 的 存在 性 . 
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(2.33 令 r(z) 为 ee 的 如 下 Padé Hit 


2 57? 
r(z} = 一 全 一 二 一 = e* + O(fz[5), 当 |z| — 0, 


则 p=4. 取 有 z= ; T s (m = 2 时 的 Gauss 型 节点 ). 此 时 ， 方 程 组 (2.41) 为 


a(z) + a2) = 26) - 1), 


(s - 4) a(z) + (i + x el) = Zele) - 1 — 2). 


由 此 导出 的 格式 为 ; 
(: E An 十 Pl) g*n 


- 1 lgAÉ)pe 
- CENE zh AL)u 
1 v3 1 3 
anres ie (1-5) 


(399) 6-9))) 


对 于 此 格式 ， 经 验证 rale) = 0, 所 以 它 属 于 4 阶 精 度 和 严格 3 阶 精度 格式 . 
例 2.2 +r(z) 与 例 2.1 相同 . 然而 , 令 m=3 并 取 6 = 0,8 = 5: - 1. E 


[ «e f (5-3) (s ~ 1)da = 0, 


故 定理 2.5 中 条 件 (这) 成 立 ， 这 样 ， 由 方程 组 
a (2) + oz) + as(2) = zr - 1), 
1 1 
32x) * qa(z) = z Uo) 一 1 一 2 


gz) + as(2) = á («o -1-z- z2?) 
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求 出 {qj (2) 后 口 ， 我 们 导出 如 下 格式 : 


l 242 +1 2A2 
一 二 — n SEA lk AS 
(r Ekan 5 Au 了 十 二 à t 12 Un 


1 1 
4k l (s 十 z^) J(t4) + g (tn + D) + 
(s - ges) Henty)) : 


6 1 14 
73{2) = E (ro 一 工 一 之 一 3^ 一 2^) 


由 于 


-gmG) — gs(2) — 0, 


而 ri(z) = 0, £— 0,1,2 是 在 q (2) 的 定义 中 假设 的 ， 可见 ， 这 个 格式 为 严格 的 4 阶 
精度 . 


82.3 质量 集中 方法 


本 节 介 绍 一 个 可 以 大 大 简化 求解 计算 的 修正 Galerkin ARTA: Mkt Y 
法 . 由 于 这 个 方法 不 仅 使 求解 计算 其 显著 降低 ， 同 时 具有 很 好 的 稳定 性 和 收敛 性 
质 ， 所 以 受到 人 们 的 重视 . 

回忆 第 一 章 中 所 定义 的 Galerkin 有 限 元 法 . 以 热传导 问题 (2.1) 为 例 ， 在 取 定 
有 限 元 空间 5S; 后 ， 此 向 题 的 Galerkin 有 限 元 近似 为 
(Iu) 十 (Vun, Vun) = (f, vi), Vv, € Sht > D, 


at (2.42) 


un{z, 0) = u$ (x) € Sh- 


设 (6,0), 为 空间 5 的 基底 ， 并 将 (2.42) HERRY wn(z = Y os (Dés (2) 


则 问题 (2.42) 的 矩阵 形式 为 


dt) + M7! Bo(t) = M^! F(t), (2.43) 


其 中 M = (ma)s xw, 和 B = (bu)u «m, 分 别称 为 “质量 第 阵 ” 和 “刚度 矩 阵 *， 
EKER A m; = (fup) 和 b = (Von Vé) 若 采 用 向 后 差 商 近似 (2.43) 中 的 
ME do(t,)/dt, 可 构造 出 问题 (2.14) 的 如 下 全 离散 格式 : 


(I+ kn M`! B)a” 一 aa 一 1 十 ka MIF”, n-21,9,.., (2.44) 
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此 即 本 章 第 一 节 中 所 述 向 后 Buler-Galerkin 格式 ， 我们 看 到 ， 在 这 里 无 论 是 (2.43) 
还 是 (2.44) (o f EK T HAEE MCI. 在 有 限 元 法 中 ， 对 通常 是 一 个 高 阶 的 
EARE, H MIB 和 MIF 所 需 运 算 量 和 存储 量 是 很 大 的 . 
所 谓 的 质量 集中 法 ， 就 是 将 (2.43) 和 (2.44) 中 的 和 矩阵 M (质量 矩阵 ) 用 一 个 对 

HER M = diag(mii, m2, ---, mnan) 去 近似 替代 它 ， 其 中 

Na 

Tii = Y mij, i= 1,2,- Nan- 

j=1 
换言之 ， M 是 由 将 M 中 每 行 元 素 集中 起 来 ( 作 代数 和 ] 置 于 该 行 的 对 角 线 位 置 
上 . 此 时 ， 方程 (2.43) 和 (2.44) 分 别 地 简化 成 


de | L-— —- 
a £M Ba-MF (2.45) 

和 
U +k, M B)" =a"! +k M F^, n=0,1,.... (2.46) 


显然 ， 这 样 做 可 以 大 大 简化 求解 计算 ， 因 为 计算 M 要 出 计算 MO 简单 得 多 . 

Wb Elt e) 为 热传导 方程 的 解 算 子 ， 即 ult) = Elt, sju’, £ € [s, +0) 代表 齐 次 
热传导 方程 满足 初始 条 件 ， 划 =。= ut 的 解 . 由 抛物 方程 的 极 值 性 质 ， 我 们 知道 ， 
算 子 E(t, s) 满足 


min (o min ws)) < E(t, Oju? < max (0, max vc) , Vt > 0. 


由 此 可 见 ， 齐 次 热传导 方程 的 解 u(a t) 在 最 大 值 模 的 意义 下 是 稳定 的 ， 即 有 


max |u(z,t)| < max [v (a)], 对 任意 + > 0. 


质量 集中 方法 的 一 个 重要 优点 ， 就 是 当 痢 分 满足 一 定 条 件 时 ,相应 的 离散 方程 仍然 
具有 上 述 极 值 性 质 . 然而 ， 对 于 通常 的 Galerkin 有 限 元 法 ， 连 续 方 程 原 有 的 这 一 性 
质 会 章 到 破坏 ， 下 面 我 们 来 叙述 和 证 明 质 量 集 中 方法 的 极 什 性质， 

令 Erit s) 代表 由 质量 集中 方法 (2.45) 所 定义 的 齐 次 (F = 0) 半 离 散 方 程 的 解 
算 子 ， 则 unl) = Ent, Ouh 为 齐 次 半 离 散 方 程 的 解 ， 

定理 2.6 d&X(J)b5BXOCR 的 三 角形 正则 剧 分 ， 并 且 其 中 任意 三 
前 形 正 则 剖 分 族 元 素 的 内 角 不 超过 x/2, 又 设 后 为 用 上 的 线性 有 限 元 空间 ， 则 对 
CEAPA] 


min (o. min utle) < Enlt, Oju? < max (o, max ute) . (2.47) 
da, 3X4 u(r, t) = E(t,0)up(z), 则 有 


max [us(2,£)| < max [us (z)], 4&3 > 0. (2.48) 
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证 明 由 前 面 讨论 ， 已 知 若 令 
Na 
un (z, t) = Es(t,0)ug(z) = V 7 o;(t);(x), 
j=1 


则 a(t) = (a(t) aë) ,Qn T 满足 方程 


do(t) 一 -1 
-二 +M Ba(t) EU 


此 方程 的 解 可 表示 为 
a(t) = {exp(-H B9) a(0) = G(t)a(0). 
如 果 证 明 G(t) = (alt) 满足 条 件 ， 
(i) G(t) x OdESUBMS), 
(ii) Y <1, i=1,2, Np, 
那么 us (z, t) 必定 能 满足 不 等 式 (2.47) 和 (2.48). 至 此 ， 和 需要 用 到 下 述 矩阵 引 理 


引 理 2.2 dM = (maj) HER. IHIH, Æ miy £035 x j, 8I MC» 0. 
E^B-M B. 由 于 . 


-p7 


~ . t= 
G(t) = exp(-tB) = aim (1 十 zB) ; 


一 1 
JHERBIE E fUEIERARAE TU EIE, 即 知 E (7+ 58) > 0 moz 
0. 下 面 先 证 B 的 非 对 角 元 素 bj = (Véi Vej) < 0. 显然 


bi = 3 (Vode: (Voje: Se 


[p 


其 中 (Vei) 代表 Vo; Æ e 上 的 限制 ，5。 为 单元 e 的 面积 . DOLI ES, (Vo). # 
示 e 中 顶点 P 的 对 边 的 法 方向 ， 因 此 ,由 e 的 内 角 <a 的 假设 ， 可 推 知 (Voie 
和 各 (v9gi)e 的 夹 角 为 钝 角 (> 1/2), pud 

(Vége -(Véj)e < 0, Hi # j, (2.49) 


即 有 b; x03 423. IAM AOI UTERE RON fasc eoi NC, MA B tdk 
对 角 元 素 也 小 于 或 等 于 零 ， 于 是 矩阵 (1+ 2B) WAR. MANERE M = (r+ t3) 
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一 1 
应 用 引 理 2.2. 显然 , 对 任 给 在 充分 大 时 , 引 理 条 件 成 立 , 从 而 (7+ 28) >0 


并 由 此 可 推出 G(t) > 0. 为 验证 条 件 G0), 令 < 代表 分 量 全 为 1 的 向 量 ， 则 (ii) 等 价 
于 Gt < <. 为 此 只 需 证 明 BC > 0, 因为 据 此 可 推出 


(M +kBX > MC, 


进而 有 (M --kB) ME = kB) cec 
etx = (eo) co im (1458). cse 


现在 来 证 BQ > 0. 为 此 ,将 5, MERR (05). MADA, BEF 


Ng + Mi 


边界 节点 的 那些 基 画 数 muha DOO, UTE ”》 gle) = 1, 对 任意 
j—1 
zen, AMA ) 


Na 


Np 
(B0; = ba =} (Vo; Véi) 
1=1 


i=1 


Na + My Mh 
= (ves D «) — (Vés, Vén) 
1=1 


i-1 


Ma 
=— J (Vé; Vón) 
i=1 
类 似 于 (2.49), LAHE: 对 任 一 内 点 P; 和 边界 点 Puan A (Voi Vón) € 0, A 
此 BC « 0, ERER. 


B U"(z) = > a^ oj(z) 为 质量 集中 全 离散 格式 所 定义 的 近似 解 ， 其 中 (o7) 


满足 方程 (2.46), 可 以 证 明 ， 
定理 2.7 ”在 定理 2.6 的 假定 条 件 下 ， 有 


min (o. minsi(z)) < U?(z) < max e TTO) ,nz0. 


EUH, A—ÁAGRTET, OE TESBECEATUA ROS LO MEER. 

现在 来 讨论 质量 集中 方法 的 收敛 性 质 . 为 此 ， 我 们 给 出 该 方法 的 一 个 等 价 描 
XR. MENCE. J, EKR 8 的 一 个 三 角形 前 分 ,。 是 Js 中 的 一 个 单元 , P; 
其 顶点 之 一 ， 作 e 的 各 个 顶点 与 其 对 边 中 点 的 连 线 ， 它 们 交 于 e 的 重心 并 将 e 分 
成 六 个 等 面积 的 子 三 角形 . 如 图 所 示 , € Bj,e 是 以 P; 为 顶点 的 两 个 子 三 角形 的 并 
R. GR, Bj. 的 面积 等 于 单元 e 面积 的 三 分 之 一 ， 对 于 Ji 的 每 个 内 点 Pi 如 图 
所 示 , B; 代表 那样 一 些 B;,。 HHR, 其中。 是 以 P; 为 项 点 的 单元 . 再 设 中 Dy Js 
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A 


上 的 分 片 线性 函数 空间 ， 而 S, 是 由 在 每 个 B; 上 为 常数 的 函数 所 组 成 的 空间 ， 显 
TRI, Sa 和 5 中 的 函数 均 由 其 在 内 点 集合 {P}，*， 上 的 值 惟 一 确定 ， 所 以 空 


i=1 


闻 S, 和 S, 的 维 数 相等 (= Na). 对 任意 vi € Su, 有 表示 式 


< 


OD 


Na 8 
T(z) = 5 1 »4(P5)6,(2), 


其 中 $;{2) 是 子 区 域 B; 的 特征 落 数 ， 即 


一 l, 当 € Bj, 
$;(a) = 7 7 
0, Mim é Bj. 


Ng 
若 记 vala) = S vL (P5)o;(), W va € S4. 其 次 ， 对 于 任意 wi € Sr MEX Sa 中 


j=1 
的 一 个 元 素 x 
T(z) = 9 wi (Pj)6;(z), z € fà, 
了 一 1 
与 其 对 应 . 
利用 上 述 空间 Sn, 前 面 所 述 质量 集中 方法 的 半 敲 散 问题 (2.45) 可 等 价 地 转化 
HR us(t) : [0,00) > Sh 使 得 
m. w) + (Vun; Vv,) = (f, vh), Yon € Sh, > 0, 
t (2.50) 
ujn(c, 0) = ul (x) € Sa. 


Na 
4 ult) = Y o;(t)ó;(2), 则 (2.50) 可 写成 


j=1 


y dei CAEN) P (Voj Vài) = (fd), 


j=1 


i= 1,2,.… ,Nn. 
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由 此 可 见 ， 为 了 证 明 (2.50) 与 (245) it, REE: (6,9) = 0 4 j E UE 
Ig; = 3099) 由 于 了 天 ; 时 ， 函 数 8 与 8 的 支 集 (Bj 和 Bu) 无 公共 内 点 ， 


4 一 1 


A (6,9, = 0 当 7 i. 再 用 直接 计算 方法 证 明 另 一 等 式 . WP; 和 P 为 相 邻 节 
点 , e 是 以 P;P; 为 边 的 一 个 单元 ， 由 计算 ， 


f pitido = 亡 e 的 面积 一 了 By 的 面积 


| d = etim = 2 n, tii 


因为 以 PjP, 为 边 的 单元 共计 两 个 ， 故 有 


rt = 5B 的 面积 
ji 


类 似 地 ， 有 B = BTR, 从 而 
Mp 
Y (67.4) = 已 的 面积 = NB. 
i=1 


借助 等 价 的 表述 形式 (2.50), 可 以 证 明 由 质量 集中 方法 (2.45) 所 定义 的 半 离 数 
近似 解 ualt) 的 收敛 性 和 如 下 误差 估计 ， 

定理 2.8 — i (,) AKIR ACR 的 正则 三 角形 正则 剖 分 族 ，S4h 为 J 上 
前 线性 有 限 元 空间 ， 则 质量 集中 方法 (2.50) 所 定义 的 近似 解 uft) € Sh,t 2 0 满足 
如 下 误差 估计 ， 


lw 的 一 ws Clg — woll coe al 
Haea ( f Iloa) 上 
IG (0) = DI < HVER = wo + Ch{ ella 
Hla + ( /ietfas) V. 


首先 ， 证 明 如 下 引 理 . 
引 理 2.3 ytt Uh. wh € Sh, 有 


(En Da) — (vn, ex) < CA? [Vw IIa. (2.51) 
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证 明 4 e 为 前 分 Jn 中 以 P. j=1,2,3 为 顶点 的 三 角形 单元 ， 考虑 e 上 
的 求 积 公式 : 


Qen(f) = Ly HP -Ses Se : e 的 面积 ， 


3$ 


显然 ， 当 fk e ERR USER, Qua UD = f fde. 一 般 情形 ， 有 
Qel) -f3 fáz| < Ch? V^ [D° fln (o. 
læl=2 


现 令 f= vr: wn, BUT. vn 和 ws 在 e 上 均 为 线性 函数 ， 故 有 


[Qus (vna) 一 f ohaohdz| € Ch? V^ [D (rwn) 


lal=2 


€ Ch? [Voxs|rz( || Val r2 to) 


上 式 对 ee Ja 求 和 并 应 用 Schwarz 和 Cauchy 不 等 式 即 可 证 明 引 理 的 估计 式 . 

定理 2.8 的 证 明 : 

仿 Galerkin 有 限 元 法 的 收敛 性 分 析 ( 见 第 一 章 $1.3), 令 ur- u= 9 十 7 其 中 
n= Pu- u, 0, = uy — Pru E Sy, P, 为 椭圆 投影 算 子 .已 知 (第 一 章 中 引 理 1.1) 


IVO = Rt) ~ wld) < CR lutt) lls, 
34 F HS 0st). 引用 记号 ， 对 os ws € 94, 令 
(v wn) = (Dh, Th), Henlls = (on i 
En (9n, wh) = (vn, wn)n — (vn, wn), 
则 对 任意 va € Sa A 
(65,4, Vhia + (YAR, Von) 
= {f,vn) — (Pitie, un)a — (VPiu, Vun) (2.52) 
= (us vu) ~ (Pitie, h)a 
= —(m, Yh) 一 ER vi). 
在 上 式 中 到 vh = ~ hn 
; ET È 06,02 + VORI? = —(ne 65) — ex (Pius Ba). 


由 于 
(e 05)| < lus — Prusll - leall < Ch? jela Yo), 


$2.3 质量 集中 方法 
又 由 引 理 2.3， 
les (Pius, 8.) < CR? |IVPyud]] wen 


< CN [vali :we 
故 有 1 
2 Tonle + IOS? < Ch? lia + NVO» 
< |V6|P + C^ [rud 


或 者 soul < CH ul. 由 此 可 得 


lex (2 < Iles) + CA Í luce) lds. 


注意 ， 在 空间 Ss 上 省 lls 与 | -| 为 等 价 范 数 (关于 中 一 致 ), 从 而 有 


lest < cles DI + CR? ( f lolaaz) ， 


其 中 
lle (ON = lus — Piel 


< hug — w+ CR? |[u? |a. 


综合 以 上 和 估计， 定理 的 第 一 个 估计 式 得 证 . 
为 证 定理 的 第 二 个 估计 式 ， 在 (2.52) PE va = One 得 到 


1d 
|YEAR? = (n Ont) — £x (Prts 0s). 


2 
lnek +i 


类 似 于 前 面 ， 有 
Ie 8r) S luc — Priel) llOn ell < CAV uell lel. 
[en (Prts, On e)| < Ch NV Pus - YOn,éll 

< Ch? usl] [Veal 

< Ch|[Vusl| - [8.21]. 
第 二 式 的 最 后 一 步 用 到 道 不 等 式 ， 

[Voal] < Ch vil Yun € Sr. 
将 它们 代入 (2.53), 我 们 得 到 


1 
lên. 十 zal Vs € CRIV ull balla 


< [lên elà + Ch? lieli, 


于 是 ， 有 SIVOM < Cj E t BU EHI 


(2.53) 
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t 
[Veh IP? < I6 (0) + Ch? f NOTE 
0 


t 
< Ivo wo) + CR Ti «f atolas}. 


此 估计 与 已 知 信 计 ( 见 第 一 章 引 理 1.1) 
IVAO = [V (Pie — v) < Chute 


相 结合 ， 即 可 证 明定 理 的 第 二 个 估计 式 . | 

将 定理 2.8 所 得 收 伍 性 估计 与 第 一 章 中 给 出 的 Galerkin 有 限 元 法 的 收 敏 性 估 
计 加 以 比较 ,， 便 可 看 出 ， 质 量 集中 方法 具有 与 通常 Galerkin 有 限 元 法 同等 的 送 近 
精度 ， 然 而 前 者 的 求解 计算 量 比 后 者 要 小 得 多 . 
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本 节 介绍 有 限 元 法 对 于 一 类 非 线性 抛物 问题 (反应 扩散 问题 ) 的 应 用 .这 类 问 
题 是 求解 形 如 ? 
w 


E Au = f(z,u) TENt>0 (2.54) 


的 半 线 性 抛物 方程 (A), 其 中 -Au 代表 扩散 ， 而 f(x, ww) 属于 反应 项 .方程 (2.54) 
的 定 解 问题 ， 因 其 非 线 性 的 属性 ， 可 能 不 存在 整体 解 ， 即 解 在 某 个 有 限时 刻 发 生 爆 
破 (blow up) 的 现象 . 但 在 讨论 数值 计算 方法 的 时 候 ， 一 般 总 是 假定 求解 问题 在 一 
个 有 限 的 时 间 区 间 (0. T) 内 存在 惟一 解 ua, t), 并 下 此 解 具 有 足够 的 光滑 性 . 

下 述 核反应 堆 的 数学 模型 就 是 反应 扩散 问题 的 一 个 例子 : 


T — pôu = u(Àv — r), 

rcfuOctzTm, 
Ao L Av eu, 
ðu ðv 
-一 = 一 一 Es 2.55 
A374» reóno0«c«tszT, (2.55) 


u(z,0) = wf (e), ] 


rc, 
v(z,0) = v’{z), 


其 中 n c RE 代表 反应 堆 容 器 占据 的 空间 ，wlz, 人 ) AREFE, v(e,t) 是 反应 堆 
内 的 齐 度 分 布 ， > 0 为 温度 反馈 常数 (以 下 设 和 m 1), p r e 为 其 他 物理 参数 
在 边 信条 件 中 ，2e loo = 0 表示 中 子 通 量 不 能 穿越 容器 壁 ，52 [on = 0 NERES 
的 表面 是 绝热 的 
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记 4 = max v" (2), B- max" (2) flla- min v^(z), b = min v" (z). UB E. 
下 解 方法 ， 已 获得 关于 初 边 值 问题 (2.55) 的 以 下 理论 结果 (参看 [5]). 
定理 2.9 B B<r, f A< {r- B) /2e, 则 问题 (2.55) 存在 整体 解 u(x,t); 


此 外， 设 ta) 20 RS EAR, ae io 站 f (as >r, 则 问题 Qu) 的 
11 


解 在 有 限时 麟 爆破 ， 特 别 上 >7 属于 这 一 情形 . 
下 面 着 手 建立 问题 (2.55) 的 一 个 有 限 元 近似 . 首先 ， 此间 题 的 变 分 陈述 为 , 求 
映射 u(t) 和 vlt) : [0,7] 2 H'(02), 满足 


(%5. x) + u(Vu, Vx) = (u(v — r), x), 


(Fx) Ve dod, — vemm, (5 


u(0) = v9, v(0) =. 


TE, Q0 是 一 个 三 维 有 界 区 域 .为 更 适应 9 
的 几何 形式 ， 选 用 四 面体 作 单 元 ， 即 将 9 剖 分 成 有 3 
限 个 四 面体 元 素 ， 每 个 四 面体 元 具有 4 个 顶点 ( 见 
2.1), LAT S ERAI (P5), = 1,2,3,4 为 参数 
(插值 中 的 型 值 ) 可 确定 单元 上 的 一 个 线性 函数 (三 
元 一 次 多 项 式 )， 由 此 形成 的 有 限 元 空间 S, 是 由 所 
有 整体 连续 、 在 每 一 个 单元 上 为 一 次 多 项 式 的 函数 。 
组 成 的 ， 其 维 数 等 于 属于 0 的 单元 顶点 的 总 数 ， 另 
b, Sn c H'(0) 具有 81.2 所 述 道 近 性 质 (1.10), 其 B 21 
FR r2. 

基于 空间 Sn, 问题 (2.56) 的 Galerkin 有 限 元 近似 为 ， 求 映射 unl) 和 vnlt) : 
(0, T] > Sa, 使 得 


(m ar" x) + (Vus, Vx) = (us(vn — r) x), 


(ex) 十 (wo VX) —e(un,xX), Vx € Shs (2.57) 


ua (0) = uj, va(0) = vs, 


Heb ug P og DIER (z) A v (2) 在 S, 中 的 某 个 近似 ， 令 (uo) uas 
间 S, 的 基底 ， 并 设 


un (z,t) = Y t)ós(z), valz, t) = S^ 5062), 


i=1 
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则 半 离 散 模 型 (2.57) 等 价 于 {ost), B (0) 的 一 个 一 阶 常 微分 方程 组 . 
为 构造 全 高 散 格式 ， 取 正 整数 N, $ k= ut m nk 0 <n < N Jti t = 
(Um — U7-!/k, 我 们 给 出 求解 何 题 (2.57) 的 下 述 全 离散 计算 格式 : 


(&U", x) + p(TU™, Vx) = (U" (V7! — r), x), 
(& V", x) 十 (VV", Vx) = e(U™ , x), Yx € Sh, (2.58) 
U? =u, V! 20, n—1,2,---,N. 


此 格式 的 计算 步骤 为 ， 先 由 第 三 式 得 到 (U9, V?) 然后 对 n= 1,2,… ,NN 由 前 两 式 
以 递 推 方式 求 出 (CVD (U*, V?), ---, (UN. V P), 每 步 计 算 5 只 需求 解 一 个 线性 代 
数 方 程 组 ， 显然， 问题 (2.58) 的 解 (U^, V") 是 存在 并 且 惟 一 的 . 

最 后 讨论 一 下 近似 解 (UV*,V") 的 收敛 性 ， 设 (ule, t), v(z, £)) 是 初 边 值 问题 
(2.55) 在 时 间 区 间 (0, T] 内 的 惟一 解 ， 并 且 满 足 正则 性 条 件 


Uu, U, Ua Ve, Utt Uee € L” (D, T; H?). (2.59) 


与 前 面 一 节 的 做 法 类 似 ， 在 收敛 性 分 析 中 将 真 解 fu, v) 的 椭圆 投影 (Piu, Po) 作为 
比较 的 “辅助 旺 数 "， 这 里 算 子 Pii HHA) o Ss 的 定义 为 ， 对 任 给 y € HO), 
Piy E S, rx 


(VPiy, Vx) = (Vv, Vx), Vx € Sh. (2.60) 
具体 作法 就 是 将 近似 解 (Un, V^). SHR (ulta) vitn) 的 误差 表示 为 : 
U” — u(t,) = U^ — Pyu(t«) + Pivltn) — ulta) = 07 + nf, 
V^ — v(t4) = V" — P,v(t,) + Piv(t,) — v(t4) = 02 + 7. 
由 算 子 Pi 的 逼近 性 质 (更 第 一 章 引 理 1.1), 可 以 给 出 nl = 1,2) 的 如 下 估计 
lla? + Anz lh. < CA? letta) (2.61) 


因此 剩 下 只 需 讨 论 如 何 得 到 67 (5 = 1,2) 的 估计 即 可 . 
容易 验证 , 0? 满足 如 下 方程 ， 


(2.62) 


»" O)(VOLVx) = (Rho, 
(8,82, x) + (V03, Vx) 一 (R3. x), 
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其 中 ] 
R? = wltn) — PiO (t4) 
+ U^-M(y7-! — r) — ulta lon) —r) (2.63) 
= Ri Bi, 


Ry = velta) ~ Pv(tn) + e(Un7! — u(t4)) 


(2.64) 
= HE, 
由 在 (2.62) 的 第 一 式 中 取 x = 05, 可 得 
(2:07,67) < IRTI Ie 
或 者 Heri? « Hepi o7 + ki Rol 97 上 于 是 有 
Heri < Nep H + EREI < Ie? + & V IREI. 
ii 
类 似 地 ， 在 (2.62) 的 第 二 式 中 取 X = 0g 可 得 
lé < N681 + Y ^ el 
1-1 
将 以 上 两 式 相 加 ， 得 到 
HETI + NEZI < 621 + Io8n + & S (HR 十 iI. (2.65) 
i-i 
因 Rh 一 v(t) — ó,v(ti) 十 {I —Hh Bpv(t..), 由 此 可 证 
k S Rb < CCP (十 1) (2.66) 
{=1 
类 似 地 可 证 . 
ky NR < CT, a(k +h’). (2.67) 
LE 
Hk, E Rl, = e817! + e(Pyu(ti a) — u(t)), 易 知 
» n—1l 
kV ^ |o] < ek Y 10l + CT. u)( + h?) (2.68) 
t=1 1=0 


进一步 需要 对 非 线 性 项 
Rà = UT (VT — r) — wut) (vt) — r) 
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作 估计 .于 此 ， 暂 时 假定 
llre € M, i212, 0€1n-1, (2.69) 


(通常 称 此 类 假定 为 归纳 假设 ), 另外 ， 当 真 解 (usu) 满足 正则 条 件 (2.59) 时 ， 它 们 
的 Pi- 投影 Pru(t) 和 Piol) 在 LON) 范 数 意 义 下 也 是 关于 1 和 一 臻 有 界 的 . 
将 Rl, 中 的 UIV RRA (0175 Pulti) (05 ! + Pyo(ti 1)), 不 难 证 明 如 下 估 
计 

ai € Cu, M) CIJ01" + 11027 ]| k + &?). (2.70) 


将 以 上 关于 Ri 和 Ri 的 估计 代入 (2.65), 并 设 [021]. IeSI = O(h), 可 得 


nl 

leri + Nes) < Ck pel + os) + C(& + h’), (2.71) 
{=0 

其 中 常数 OC 依赖 于 uv, T M, RRF kA h 至 此 ， 利 用 Gronwall TEA 
( 它 是 第 一 章 引 理 1.2 的 离散 形式 ), 得 到 


lett + ez! < Ck + h”). (2.72) 


现在 ， 我 们 回 过 头 来 验证 假设 (2.69). 容易 看 出 ， 当 初 值 (U9, V?) BA (Piw, 
Piv?) RË (Iut, Iv) 时 , 假设 (2.69) 对 于 1= 0 成立. 根据 前 面 的 论证 , 如 果 (2.69) 
对 于 7=1,2,…n 一 1 成立 , 则 可 推出 估计 式 (2.72). 借助 空间 S, 的 “ 道 估 计 ” (A 
[1], Chapt. 3, $3.2) 

lone cay < Ch~ lv llr2(0), (2.73) 


由 (2.72) 可 推出 
gr ln ty € C(kh7 3 + 53), 1= 1,2. 


EE, fu k= O(hi) 成 立 ， 则 在 产 适 当 小 时 条 件 (2.69) 对 于 ?1 = n 亦 成 立 . 这 
样 可 以 看 出 假设 (2.69) 在 上 = O(h?) 入 适当 小 情形 是 成 立 的 . 最后， 将 估计 式 
(2.61) 和 (2.72) 结合 一 起 ， 即 证 明了 全 离散 近似 解 (U^, V^) 的 收敛 性 ， 并 得 到 误 
差 估计 
上 一 w 人 和 ”一 (< C(u, T) + A’). (2.74) 
注 对 于 某 些 非 线性 问题 ， 若 能 通过 能 量 估计 法 证 明 近似 解 的 一 致 有 界 性 ， 此 
时 在 收 剑 性 分 析 中 就 不 必 作 “ 妇 纳 假设 ”了 . 
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同时 伴 有 物质 输 运 和 分 子 扩散 的 物理 过 程 以 及 黏 性 流体 的 流动 ， 其 数学 模型 
通常 为 对 流 - 扩散 方程 或 含有 此 类 方程 的 偏 微分 方程 组 的 定 解 问题 . 对 流 - 扩散 问 
题 数值 计算 方法 的 研究 具有 重要 的 理论 和 实际 意义 ， 可 应 用 于 环境 科学 、 能源 开 
发 . 流体 力学 和 电子 科学 等 许多 领域 . 本 章 介绍 近 二 十 余年 来 针对 这 类 问题 创立 并 
得 到 迅速 发 展 的 一 些 新 的 数值 方法 . $3.1 介绍 对 流 占 优 扩散 问题 的 背景 . 83.2 介绍 
有 限 体积 法 和 广义 差分 法 ，$3.3 介绍 特征 有 限 元 法 . 834 介绍 一 个 应 用 何 题 ， 即 多 
筷 介 质 中 两 相 可 混 溶 驱动 的 数值 模拟 方法 . 
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本 节 以 地 下 水 污染 的 数学 模型 来 说 明 对 流 占 优 扩散 问题 的 背景 及 其 特点 . 

由 于 工厂 .矿山 排放 污水 ， 农 业 生产 使 月 化 肥 、 农 药 ， 它 们 随 着 责 水 、 排 灌 或 
其 他 途径 进入 地 下 ,通过 渗流 使 地 下 水 受到 污染 , 一 些 溶解 在 水 中 的 溶质 既 会 随地 
下 水 作对 流 运 动 , 也 会 在 溶液 中 作 分 子 扩散 运动 ,用 数值 方法 模拟 . 研究 地 下 污水 
的 运动 规律 和 进行 预测 是 水 文 地 质 、 环 境 科 学 中 的 一 个 重要 课题 ， 

描写 化 学 溶质 { 污 水 ) 运动 规律 的 数学 方程 为 


alme) L div(mD v c) — divimey) - Q, (3.1) 
其 中 
c: 溶质 浓度 ; m: 介质 孔隙 系数 ; 


v = (v, v20) : 流 场 速度 ， 假 定 已 知 ; 
D: 弥散 系数 张 最 ; Q: 注入 或 抽出 的 源 项 . 


右 端 第 一 项 为 扩散 项 ,第 二 项 则 是 对 流 项 .在 这 类 问题 中 , 溶质 分 子 的 扩散 相对 于 
水 流速 度 而 言 是 缓慢 的 ， 对 流 占 主 导 地 位 ， 因 而 属于 对 流 占 优 扩散 问题 . 
由 于 方程 (3.1) 中 的 对 流 项 占 主导 地 位 ， 可 视 作 是 一 阶 双 曲 方程 
(mc) 
ôt 
的 小 扰动 方程 ,因此 它 具 有 双 曲 方程 的 特点 ， 此 类 方程 定 解 问题 的 解 常常 出 现 局 部 
剧烈 (大 梯度 ) 变化 ， 如 含有 边界 娠 、 瞬 变 层 等 ， 这 给 数值 求解 计算 带 来 一 定 的 困 
难 . 数值 实验 表明 ， 这 类 问题 用 标准 的 Galerkin 有 限 元 法 求解 往往 在 急剧 变化 地 
带 增生 振荡 现象 , 分 辨 率 低 等 缺点 . 因此 ,近年 来 人 们 关于 这 类 数值 方法 的 研究 ， 
大 都 倾向 各 种 非 标准 的 有 限 元 法 ， 如 有 限 体 积 法 、 广 义 差 分 法 、 特 征 有 限 元 法 等 ， 


* div(mcv) -- Q —0 
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$3.2 ”有 限 体积 法 和 广义 差分 法 


有 限 体积 法 和 广义 差分 法 是 在 有 限 元 法 和 差分 法 的 基础 上 发 展 起 来 的 新 再 数 
信和 方法 (参看 [i7] [19], 本 节 以 对 流 - 扩散 问题 为 例 介绍 上 述 方法 . 
i 0c 了 R 是 一 个 有 界 区 域 , > = (21,23) € 0. 考虑 如 下 线性 对 流 - 扩散 问题 ， 
S bs Vu HAv=0, TEN, t»0, 


ð 
b. 7 =b +b |), 
( VT T aaa) (3.2) 
u 


其 中 上 > 05 5,5 为 常数 ， 并 设 x << |B. 

有 限 体积 法 

E N, = (K) 为 空间 区 域 如 的 正则 三 角 前 分 ，K 表示 前 分 0n, 中 的 三 角形 单 
Jo, n 中 所 有 三 角形 顶点 组 成 的 节点 集合 为 { : 1 < i < M, 其 中 {BB :1 < 
i < Mi) 为 内 节点 集合 ,而 {P : Mi 十 1 < 之 # < M) 为 边界 节点 集合 .代表 Or 
中 所 有 单元 的 最 大 直径 . 设 函 数 空间 Un C. HG (02) 为 前 分 Di 上 的 标准 线性 有 限 元 
空间 ， Ri e o ie (z))25, 满足 条 件 f(D )= jl Sij € Mi MEHA 
gP) =0, 对 于 1<i<M,M+1l<si < M;. 

其 次 ， 按 下 述 方法 建立 fu 的 对 侦 章 分 ,对 于 任 一 三 角形 单元 .KE Qu EK 
肉 选 定 一 点 Q, 并 作 此 点 与 K 的 各 边 中 点 的 连 线 ， 则 K 被 分 成 三 个 小 三 角形 . 对 
任意 节点 P, 考虑 所 有 以 P 为 公共 顶点 的 单元 ,将 所 有 以 P; 为 顶点 的 小 三 角形 的 
并 集 记 为 Kh, 它 是 一 个 多 边 形 子 区 域 ， 被 称 为 对 侦 单 元 所 有 对 偶 单 元 的 集合 便 
构成 Qs 的 一 个 对 偶 剖 分 ， 记 为 0. 当 Q 点 选 作 K 的 重心 时 ， 相 应 的 Ox 称 为 重 
GIRAS. LE 3.2. 当 Q, 中 任 一 单元 的 内 角 均 为 钝 角 (< x/2) 时 ， 亦 可 选取 单 
元 的 外 心 作为 Q 点 ， 此 时 相应 的 > PAINOA, 见 图 3.1. 上 上 述 两 种 对 偶 
痢 分 是 最 主要 和 经 常用 到 的 . 


图 3.1 外 心 对 侦 剖 分 图 3.2 Eban 
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4 V, 代表 N 上 所 有 分 片 常数 且 于 Kp (Mi cix iS M) 上 取 零 值 的 函数 集 
fr, FCAS[BIÉS AE HR TION 


1, PekKg, 
gP) = © 1&i£ M, 
0, PEK$, 


引进 插值 投影 算 子 In : Co(£2) 一 Un 
Mi 


II; v = 》  v(P) glz) (3.3) 


i1 


以 及 IX : Co) 2 V. 


Mı 


II; v = v(P) (2) - (3.4) 


í-1l 
Q, 中 两 个 节点 P 和 Pj, 如 果 它 属于 某 个 单元 边 的 端点 ， 则 称 P. 与 五 为 邻 
点 . 设 PO P; ABS A, 记 Ty = 0K$ 丫 8K$ ， vg 代表 Ti 的 单位 外 法 向 基 ， 
有 限 体积 法 的 建立 过 程 是 这 样 的 , 首先 , 在 Kp, ( 称 控制 体积 ) 上 积分 方程 (3.2)， 


2 


f (S eb yu- utu) dz —0. (3.5) 


利用 Green 公式 


v: 0K 志 上 的 单位 外 法 向 量 
并 将 其 中 的 u 改 为 us, 得 到 如 下 积分 形式 的 方程 


uj f 
—— dr = bau detu f -—— ds, 
人 ðt or; Č ) K$, Ov 


VKS, coi. 


由 于 us 是 Qs 上 的 分 片 线性 函数 ， 采 用 分 片 和 分 段 积分 的 方式 将 上 式 左 右 两 端的 
积分 计算 出 来 ， 给 出 它们 的 表达 公式 . 如 此 ， 便 可 建立 近似 求解 问题 (3.2) 的 有 限 
体积 法 的 计算 格式 ( 半 离 散 方程 ), 

FTH, zb; 为 外 心 对 偶 训 分 的 情形 讨论 一 下 (3.6) 的 具体 形式 . $ A = 
GU : P5 PARAT) 表示 与 P; 相 邻 的 节点 指标 集合 ， 则 有 
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Qus (一 PT 


(b. p)us da oy Y. b- p a, AD E T). (3.7) 


b, FEM 

uj du; 

—— dr = K 一 z2 M — 
Í. 8i | sis i^ [Ag | di P-P 


P; 


Bp m 代表 u 在 Kp 上 的 平均 值 , 4K 和 %| 和 |r 分别 代表 单元 Kp 的 面积 和 线 
BT; WKE, RP; EER EP; 的 长 度 . 令 by -人 (b. 1) ds, 并 将 ts 改 记 为 


un (P, t), 利用 上 述 积分 表达 与 近似 公式 ， 便 可 得 到 如 下 近似 求解 的 计算 格式 CN 
BrE): 


du,(P t) — Y c bu unl F; t) + us (Pj, t) 
| 


dt 2. IK$] 2 
JEñi L] 
Ial ual Pi;, t) ) 一 ukl P, t) 3.8 
"idR AB C Gm 
jEr: 
i= 1,2, M H 
另外 ， 若 引进 Heaviside Kt h(r): 
; Mr > 0; 
h(r 
| 0, 当 r <0 


并 将 前 面 关于 对 流 项 的 近似 公式 (3.7) 改 为 


f {b v) unda 
aK: 


Fi 


& S bis{h(bs) us (P5) + (1— hi) us (C). (3.9) 


j€^; 


其 余 各 项 的 近似 不 变 ， 此 时 所 得 到 的 格式 称 为 迎风 型 有 限 体 积 格式 . 
出 于 理论 分 析 和 推广 的 需要 ， 下 面 介 绍 方程 (3.6) 的 变 分 形式 .引进 记号 


bun pi) = fa (b- p) us ds, (3.10) 


alun gi) = -n f Bun ds, (3.11) 
8Kp. 
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则 可 将 (3.6) 写成 


(2. st) T a(un, óf) —-b(us, 91), 
(3.12) 


i=1,2, ,Mi. 
因此 ， 求 解 方程 (3.6) 等 价 于 : 求 ualt) € Us 满足 : 
C. m) tof, va) =b (uA, uh), Vus € Vhs (3.13) 


WEENIE (3.6) 的 变 分 形式 ， 在 变 分 问题 (3.13) rP, Un 称 为 试探 函数 空间 (近似 解 
所 属 空间 ), 而 Vi 则 称 为 检验 函数 空间 (用 来 检验 解 是 否 满足 方程 ). 此 类 离散 化 称 
为 Petrov-Galerkin 有 限 元 法 , 它 与 通常 Galerkin 有 限 元 法 的 不 同 之 处 ， 就 是 其 
中 的 试探 函数 空间 和 检验 函数 空间 是 不 相同 的 空间 . 

T 3382). 

传统 的 差分 方法 , 大 多 数 是 在 矩形 一 类 规则 痢 分 下 通过 差分 逼近 方法 建立 的 ， 
也 有 过 利用 积分 插值 法 建立 三 角 网 格 上 的 差分 格式 的 尝试 , 但 并 未 受到 重视 ,在 以 
变 分 原理 为 基础 的 有 限 元 法 出 现 之 后 ， 李 荣华 教授 利用 对 偶 训 分 及 于 其 上 面 从 当 
选取 的 有 限 元 空间 ,将 积分 插值 法 改造 、 推 广 为 变 分 形式 的 高 散 格式 ， 并 称 之 为 广 
义 差分 法 ， 1982 年 以 来 李 荣 华 及 其 合作 者 对 广义 差分 法 进行 了 系统 ， 深 入 的 研究 
工作 ( 见 17). 

仍 以 初 边 值 问题 (3.2) 为 例 ， 简 单 介 绍 一 下 广义 差分 法 ， 

设 e, 和 级 为 区 域 9 的 如 前 所 述 的 剖 分 和 对 侦 剖 分 . 于 fr 上 选取 一 个 有 限 
维 函 教 空间 Un C HAN), 此 为 试探 函数 空间 ， 同 时 ， 在 90 上 构造 另 一 维 数 与 UD 
相同 的 函数 空间 Va, C. O), 当 作 检验 函数 空间 ， 定 义 


blumm) Y, mP) f (bo). ds, (3.14) 


Piena 


alun uh) =- J va(P) La. An ds, (3.15) 
Pi €t. 
那么 ， 由 变 分 方程 (3.13) 所 定义 的 格式 便 是 求解 问题 (3.2) 的 广义 差分 格式 . 
特别 地 ， 当 U, 为 Qu 上 的 线性 有 限 元 空间 和 Vn 为 O5 上 的 分 片 常数 的 函数 
空间 ， 此 时 (3.13) 就 是 有 限 体积 法 ， 它 是 广义 差分 法 的 一 个 特例 ， 一 般 地 ， 通 过 怡 
当选 取 高 次 的 有 限 元 空间 Un 和 Va, 可 以 构造 出 具有 高 阶 精度 的 广义 差分 格式 . 
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关于 广义 差分 法 的 理论 分 析 ( 收 生性 和 误差 估 
it), 借助 其 变 分 形式 可 以 仿照 有 限 元 法 的 分 析 方 法 
去 作 . 尽管 如 此 ， 论 证 要 比 Galerkin 有 限 元 法 复杂 
许多 . 下 面 ， 假 定 0 为 平面 有 界 区 域 ， ft 和 07 为 
2 的 正则 三 角形 前 分 和 如 前 所 述 对 偶 痢 分， 并 设 Un 
为 Qr, 上 的 分 段 线性 函数 空间 和 WW 为 Q 上 的 分 片 
常数 郴 数 空间 ， 以 此 为 例 介绍 广义 差分 法 的 理论 分 


B. 
首先 证 明 以 下 几 个 引 理 . 
引 理 3.1 存在 常数 > 0 使 得 对 任意 us, cU, 有 
a (un, Iun) > 了 sa。 (3.16) 


证 明 XF OO, 中 任 一 单元 K(Pi P; PL), WAR, Mi My 和 Mi 分 别 代 
表 顶 点 P, P; 和 Pe 对 边 之 中 点 . 这 里 ,允许 QUIE K 内 任意 选 定 的 一 个 点 ， PAR 
的 坐标 记 为 (cl pi; rap) 其 余 点 的 坐标 亦 用 类 似 记 号 表示 ， 对 于 任意 us €Un 由 
于 ouw(2n23) 在 K 上 为 线性 函数 ， 从 而 i: A EK 上 为 常数 ， 根 据 Green 公 


式 有 2 3 
Wh Qut 
- Leon. uda = La t de, (3.17) 
其 中 MQM. reif y^ Qn My 的 折线 ， MM; 是 连接 Mp 和 M; 的 直线 段 . 
Un Oa, — UR 
注意 一 一 Br — Ox | des rz ^ dm, 则 有 
ður, _ B Qua H 
一 / gy = m Z2,M,) — Jr, CM SM, ) (3.18) 
类 似 地 ， 可 证 明 
8 ð 
- fa ed Serna 一 £2,M;) 一 ZHE (a) M, 一 T144) (3.19) 
MQM; à, 4 O22 
à ðu à 
-人 ds 一 (za M, — 2,M,) — as (ak — X1,M)- (3.20) 
对 任意 u[P ul? € Un 考察 单元 K(P, Pj, Pe) 上 双 线性 泛 函 
8 (1) 
Ilui uP) = (py) f E zA ds 
MQM, Ov 
(1) 
(2) uj, 
—ui" (P; (3.21) 
k ( 4) MG, ðv 


aul 
—u (B) n r5 ds 
M;QM, V 
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由 (3.18)~(3.20), 可 知 
(1 2). Bu 人 2 
T (ui) Mu) = "Be [ug (P (72, — zaan) 
1 


HUP (Pj)(22 a, — 22,0) + i (P)(zo, — 22,u;)] 
(3.22) 
Du [ui (PN (zi „Mg T TI MG ) 


tup? XC 2WTA 一 Z1,M,) 十 u UP. Yan at — PLM, ) , 


AERA (3.22) 看 到 ， 由 (3.21) 定义 的 双 线 性 汉 函 T, 实际 上 是 与 @ 点 在 KK 中 的 
位 置 无 关 的 , 
此 外 , 利用 K 上 的 面积 能 标 (Xi, 入 ,Xx)( 其 定义 见 [3]) 不 难 证 明 : 对 于 K (P5, P5, 
Py) 上 的 任 一 线性 函数 un{x1,z2), 下 列 计 算 公 式 成 立 ， 
us = Uhl Pi) A: + us (P;)A5 + us (P), 
Do — 1 
Oz, — Sr scm 


X — F T 
uu ( Pj) 8 RA un (Pk) 82 TES 


Ta p, — X2,P, 


Ou, 1 T1, Pa 一 ELP; 
De Sk g (一 7 


XT — zT ,一 下 . 
Tu( P) 0 MP 2 ZLA + up( P4) — 3 LA. 


其 中 sky 代表 单元 K 的 面积 ， 又 注意 到 ， 
1 1 
TaM; — 7244, 一 (Ph +22) — zap + tan) 
一 gn. 7 Z2 p, ); 
1 1 
Ti Ma 7 ULM; — gre, 十 31P 一 gb. tin) 


1 
= (cup 一 T1,p,). 


这 样 一 来 ， 由 (3.22) 可 得 


(3.23) 


(1) a0 (1) gal?) 
Telu rp ut?) = (5 h 4 ðu, Du; ) . Sg 


Oz, zı rs Ör 
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最 后 ， 由 于 
h 
afun, zun) = »» u (P) f 3, 4 
= J Irien ikun) 


Keil, 

Gu, 2 f Ou& V? 
POMO ea 
KEN, 1 2 


HE Un C HHO 中 函数 w PE Poincare PER Jualo < olurki ( a 是 一 与 ur 无 
关 的 常数 ), 所 以 存在 常数 Y > 0 使 得 


afun, Ho us) > lalli, Yun € Us. 
引 理 3.2 X uc H?(Q)o RLN), Rl 


afu — Hru, Iz us) € Ch||ull; - luah, Yur € Us. (324) 


证 明 — Ep (3.15) 可 知 


a(u — Iu, Hz us) = X wj. alu- lu- Tea 
Pen, 
= Y (tuto - c) Ls pw st 
Aci 3.25) 
Iu) ( 
(unl Pk} 一 unl P; D fo A Th agt 
(wn( Pi) — ual PD foy au Tea 2 
因 us(z1,22) 是 K(Pj, Pj, PX) 上 的 线性 函数 ， 于 是 
un (Pi) - uu (Fi) = a run -—ZXup)t aan — Z2,p,); 
其 中 D^ 和 2 在 K 上 为 常数 ， 从 而 有 
(2) -wPo sa (+ E) < Cha (3.26) 
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另外 ， 由 子 空间 Un, 及 插值 投影 Hw 的 逼近 性 质 ， 可 证 
| / (v = Ih) de 
«s (fest esta 
? 4 pe — Tiru) 


< Cht | f 
Mig zo 


< Chllullar. 


O(w 一 Uau) 
Oz; 


O(u — Hnu) 
Ox, 


"m 


由 (3.28) 和 (3.27), 得 到 
(un(P;) — ux (2) Ls 


对 于 表示 式 (3.25) 右 端 中 的 其 余 两 项 , 也 可 得 到 同样 的 估计 式 . 这 样 一 来 , 由 Cauchy 
不 等 式 ， 有 


O(u 一 E 


ds! € Ch|[ulia g [tta |1,r- 


jafu — Tsu, ui) < Ch Y^ lla iul 
KEN, 


< Chl|[ulla - huali. 


Bu e HN), 类 似 于 Galerkin AREE, Ag u 的 椭 图 投影 定义 为 如 此 
Rpu € Uhn, 使 得 
a(u — Rau, v.) = 0, Vv, € V4. (3.28) 


根据 af, IR) 的 正定 性 ( 引 理 3.1) 和 Lax-Milgram 定理 , Fu 可 由 方程 (3.28) 惟一 
确定 . 
引 理 3.3 — ituc H?(n)n H1(f)), Ryu cUn 由 {3.28) 所 定义 ， 则 有 


Rau — ulla < Chlluliz. (3.29) 


证 明 H, Hu BUE Mau 的 逼近 性 质 知 
ru — ulli < Chllullz. (3.30) 
青 由 引 理 3.1 和 (3.28) 并 利用 引 理 3.2, 有 
yl. Ryu ~ Haul € a(Fau -IIhw:ISCRAa — Haw) 


= a(u — Hau, Hz (Ryu 一 IIíu)) (3.31) 


< Ch|julla i| Rau 一 Taull- 


58 第 三 章 对 流 - 扩散 问题 的 数值 解法 


由 此 ， 可 知 
[Rav — Tl, u||1 < Chjjulla. (3.32) 
最 后 ， 引 理 的 估计 式 (3.29) 可 由 (3.30) 和 (3.32) 通过 三 角 不 等 式 推出 
io MucW*e(Q)p»1H, fX ERE, Maui P TE L- 范 数 
的 估计 
[Ras — ull < CR? l]ullwse (oy, p> 1. (3.33) 
( 见 [i7], 第 三 章 ， $6). | 
引 理 3.4 — HEX VU, uP eu, 


(u$ Tu) = (uh, TRUR); (3.34) 
X5, ÆA jun] = (ur Tu), REA i REC. 和 Co 使 得 


Cilkall S Tall] S Collus]l, Vus € Ua. (3.38) 


证 明 MH K(P; Pj, P.) 表示 人 Qs 中 任意 单元 ,(,*)x AKIR K ERAR. 
利用 空间 Un 和 Vy 83508 St, A 


(ug), tut) 


- $5 PPA) Y. .wow (3.36) 


=i, j,k m=i, j,k 
= VM (óndnleu (us (Pm). 
l,m-—i,j,k 
由 计算 求 出 。 gm = (pr $m) = T$/108, 24 1# m, gii = 228, /108, 这 表明 (3.36) 
A—^ERE. HKKK. XA 
UP ,i ) = D (up uy 
] Kcti 

由 此 邵 可 推断 引 理 的 结论 是 成 立 的 . 

现在 来 讨论 对 流 - 扩散 问题 (3.2) 的 广义 差分 近似 (3.13) 的 收 钱 性 和 误差 估 
计 ， 设 和 ws 分 别 为 问题 (3.2) 和 半 离 散 问题 (3.13) 的 解 。 类 似 地 将 误差 wh 一 4 
分 解 成 两 部 分 : us — u= 0, +n, IEP ba = un — Rau A m — Rau — u. E 满足 原 
Jr (3.2), 并 由 Rhu 的 定义 ， 有 


OR&u 
. ĝi 


n) + a(fu, va) 
(3.37) 
PRAE an) ; Vor € V. 


83.2. 有限 体积 法 和 广义 差分 法 


由 (3.13) 和 (3.37) H0, RIO 9 € Un 满足 


a0 
(Sem) T a(0,, vx.) 


一 biur -U UA) 一 (Zin) , Vus € Vi- 


在 上 式 中 取 on = Ds, 由 引 理 3.1 和 引 理 3.4 可 得 
ld 
z a, Illes 十 了 en 人 

< los = mj) + | | ent 


这 里 ， 
b(u4, — u, 11,04) 


二 P» Lec — €,(P;)) La b. v(us — u)ds 
+ (8,(P.) — 8a (Pi)) 人 : v(ua — u)ds 


+ (8,(P.) 一 ex [e -eiun 一 nas} , 


我 们 需要 估计 此 式 右 端 各 项 ， 首 先 ， 对 (3.40) 右 端 中 的 积分 有 
|. outs -au 

Mo 
< lèl [n + [Onl)ds 


4 
< Ch? ( E mias) 
' MQ 


， j 
< ClO, lo x + Cah*3 (f mas) ， 
MQ 


1 ijk. 
Hj (341), (3.26) 和 Cauchy 不 等 式 可 得 
[blun — u, I1564)| < Ci llên larll + Callalli RA, 
其 中 , 
Z 
Rín) = 3ds} . 
m=} x (f s) 


KEN I-ijk 2 


59 


(3.38) 


(3.39) | 


(3.40) 


(3.41) 


(3.42) 


(3.43) 
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另外 ， 若 记 halia = zall = 2x. OL(P.)S1c;, ,不 难 证 明 ， 在 分 片 线性 函数 


空间 U, b, $538 | ||; 是 与 上- 等 价 的 “从 而 与 让 - 川 也 等 价 ， 由 (3.39) 和 (3.42), 
并 利用 不 等 式 : a.b X eo? 十 gre > 0), 可 以 得 到 


HER w); 


3 HOMI < CallesllP + Cs ( 
EAX t RIZE., WA 
[1 
lle? < MAON + Ca f MIG 


+ AR? oj dr 
"m f IlésCr) Ila, 
再 利用 Gronwall FHA, HEHE: 4 0<t<T h, 


+ isto») ar) ， 


dr, 


eto? < ccr) LE yf NUI 


又 因 lent) — (Ol < les OI - lin 和 
na < IO) + f [Ze 


最 后 可 推导 出 


llus lt) — (Hli? < CT) {lug — wl + lato)? 


| 


由 此 看 到 ， 如 果 当天 -+ 0 时， 
Il [EaR - o, 关于 te fo. 


(3.44) 


T Pe) ar) „OEST. 


且 lug — utj — o h — 0), 那 么 u(t) 必定 按 L- 范 数 收 敏 到 (3.2) 的 解 uit), 并 
HRZ ua (t) — ult) 可 通过 初始 值 的 误差 和 真 解 与 其 椭圆 投影 之 间 的 误差 来 进行 估 
计 . 


$3.3 ”特征 有 限 元 法 


基于 对 流 占 优 扩散 和 问题 具有 双 曲 方程 的 特点 ， 耐 存在 特征 方向 ( 线 ) 是 双 曲 方 
程 的 重要 特性 . 因此 ,在 双 曲 方程 和 对 流 占 优 扩 散 方 程 的 数值 解法 研究 中 ， 有 许多 
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工作 致力 于 将 普通 的 差分 方法 、 有 限 元 方法 与 特征 线 法 结合 起 来 ( 见 [20]. [22]). 本 
节 介 绍 特征 线 法 和 有 限 元 方法 的 结合 . 
仍 以 82.2 中 的 线性 对 流 - 扩散 问题 为 例 


S am m: -uAu- f, c cQ C RP, 
LABORM ocaeca (3.45) 
u=0, rcó0€Q0. 
在 空间 (01,02. 2), 由 
TELS A Lh. 上 > 0, (3.46) 


所 确定 的 曲线 族 ， z1(t) = za(0) bit, sat) = z2(0) + bt 称 为 方程 GAS) A5) 的 特征 
线 (严格 讲 应 属于 e= 0 的 方程 ). S v — (19 io K 则 z = (1,5,2) 代表 


vv 
8 18 hð 
特征 方向 的 单位 向 量 , 并 有 Do DI ro gus 货 助 特征 方向 ， 可 将 方 
程 (3.45) 改写 为 


Va. - nAu - f, ren, t»0. (3.47) 


首先 ， 构 造 方程 (3.47) BIET iE TR RERO 28 438 IT. At» 0 为 时 间 步 长 ， 
idt, = nât, n-20,1,--. E (3.46) 5, t= t, HA z= (21,22) 点 始 发 的 特征 
线 在 空间 (t, 21,72) 与 平面 t= tn 的 交点 为 


T= (z1 — bh At, r — bo Ai) := (24, 29). (3.48) 
因此 ， 这 里 用 如 下 近似 公式 逼近 沿 特征 方向 的 导数 


Ou — u(zt)— w(E,t— At) _ u(z,t) - u(t, t- At) 
"a agxb-mn o xm c0 99 
记 u(z,t4) = u^(z), 由 此 可 建立 方程 (3.45) 的 下 述 (时 间 离 散 化 ) 近似 方程 
u"(z) E NE) au pu" (a) " HEA ta) . (3.50) 


下 一 步 要 作 的 事情 是 ， 采 用 Galerkin 有 限 元 法 ， 将 (3.50) 关于 空间 变量 > 进 
一 步 离散 化 , 设 {及 ,0 < h < ho) 为 区 域 9 的 正则 便 分 族 ，Sk C HIO) 是 基于 前 
分 及 和 分 片 多 项 式 插值 构造 的 有 限 元 西数 空间 ， 并 假定 Sy 满足 条 件 ， 对 某 一 束 
数 + 之 2, 

inf, {lo 一 vall hv ~ valla } < Chill, - 
Yi<a<r, ve H*(n)n HKO). 
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利用 方程 (3.50) 的 变 分 (G8) 形式 和 子 空间 Sa 求解 对 流 - 扩散 方程 (3.45) 的 特征 
7H PR SERERE LH: 求 函 数 ug(z) € S4, n= 0,1, , 使 得 


(3570. va) t (Vut), Voa) 


^ (3.52) 
= (F(T, ts), vr), Yun e Sh, n = 1,2, A 
(u$ (z), on) = (u(2), vn), Von € Sh- (3.53) 


SANE (345) 当 u> 0 时 也 是 一 个 二 阶 线 性 锰 物 方程， 因此 可 以 构造 它 的 
向 后 Euler-Galerkin 全 离散 计算 格式 { 见 第 二 章 $2.1), 此 格式 与 格式 (3.52) 相对 于 
连续 方程 (3.45) 的 折 近 误差 阶 基本 上 是 一 到 的 ,自然 地 人 们 要 问 , 符 征 有 限 元 格式 
的 优越 性 何在 ? 这 里 主要 针对 “对 流 占 优 * 的 扩散 回 题 来 回答 这 一 问题 . 这 类 问题 
的 解 ule t) PETERE “BEEE? 或 “边界 层 "， 并 且 解 沿 特征 方向 的 导数 人 如 
O ROB + 方向 的 导数 信 臣 % 小 ， 所 以 滞 将 征 方向 作 差分 近 近 引起 的 实际 误 关 
要 比 沿 + 方向 差分 肖 近 的 误差 要 小 得 多 ， 因 而 特征 有 限 元 衬 式 用 于 求解 这 类 问题 
时 能 够 提高 近似 解 的 精度 ， 其 次 、 类似 于 特 征 差分 格式 , 特征 有 限 元 格式 比 普通 的 
Euler-Galerkin 格式 具有 更 好 的 稳定 性 质 (特定 情形 格式 满足 极 信 原 理 ) 基于 以 上 
理由 ， 对 于 “对 流 占 优 ”扩散 问题 ， 特 征 有 限 元 格式 可 作为 首 渤 格式 

关于 格式 (3.52) 、 (3.53) 的 求解 计算 ， 可 按时 间 层 (n = 1,2) 依次 求解 
每 次 需 解 一 个 线性 代数 方程 组 ， 与 抛物 问题 的 隐 型 全 离散 格式 的 求解 计算 基本 上 
一 致 ， 但 有 -点 是 不 同 的 ， 由 于 至 不 一 定 是 区 域 2 中 的 斌 分 节点 ， 所 以 对 于 方程 
(8.52) 中 uz-!(r) 的 计算 ,需要 利用 uz (2) 在 点 附近 者 干 节点 上 的 值 用 插值 的 
TER, Re aE) = i a). 

TEE REA RCR KAERRA t. JT F OLET HEN BOCA 
的 理论 分 析 是 很 有 用 的 . 

BHRSS it we LPN), Dle) = wlz 一 9(z)A), 其中 guy ATLAR, m 
53 At > 0 充分 小 时 ， 成 立 


w — Tl y- < Kollwllr2 At, (3.54) 


其 中 常数 Ko (35 liglere» fe lla ln 有 关 ， 而 范 数 | lr- 则 由 下 式 定 义 


(v, d) 


. 3.55 
o AP Jola (3.55) 


lellz-: = 


定理 3.1 — d u=uls, t) X8 (3.45) 的 惟一 解 ， 并 假定 w € L*(0,T; H*), 
wu € L*(0,7; H*),2«q«r 和 ur € L'((0,T) x 0). 则 特征 有 限 元 格式 (3.52) 、 
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(3.53) 的 解 (ug) 满足 如 下 误差 估计 式 


8?u 
lue) — uls, tn) S C1 At 1; 


max 
0SnST/At L^ ((0,7)x 1) 


(3.56) 
eni] 


证 明 ”3 引进 解 uC, t) 的 椭圆 投影 Pult) € Sr, 它 由 下 式 定义 : 


ðu 
TC La Ha) 十 la Bt 


(VPiu, Vun) = (Vu, Vun), Yun € Sh, 
对 任 一 固定 te [0, T]. 


仿照 第 一 章 $1.3 的 作法 ， 将 误差 (tt — 妈 )(z) 分 为 两 部 分 : (wk 一 w")(z) = 
6" (z) - 7" (2), 其 中 


6" (z) = (ug — Piu")(z), T(r) = (Piu? — wn)(s). 
u^(z) = u(z,t4). 由 第 一 章 引 理 1.1, g^ (2) 满足 如 下 估计 式 ， 对 于 0 < nAtz T, 
|a" ll» < Ch**lullz- om) - 18551 (3.57) 
JtH n= Piu 一 关于 t 的 导数 % 也 满足 
inele < Ch illeto TE -1881 (3.58) 


RE, s——118E, Ubit ETR, Ill- 即 前 面 已 定义 的 范 数 IE as. 
需要 进一步 估计 9"(z). 为 此 ， 利 用 (3.52) 和 取 vs — 6" € Sr, 得 到 


(EH. 0) + u (V8^ (2), V6 (z)) 
_ ( 3l ow" (z) = "a, e) (3.59) 
+ (TEZO ee) -ehre 


利用 Taylor 展开 式 和 引 理 3.5 中 的 不 等 式 , 经 过 类 似 于 第 一 章 81.3 的 一 系列 估算 ， 
从 上 面 等 式 可 以 得 到 如 下 估计 式 


MN max lw"|l 


QCM ÜcnA^AUCT 


" (3.60) 


pz 


pip sena] 
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由 (3.51) 和 (3.57) 知 
I9 = lus — Piu’ |l 
< lun — wll + lu? — Pru’) (3.61) 
< Chêllu? liq- 


综合 估计 式 (3.57)~(3.61) 并 利用 三 角 不 等 式 即 可 证 定理 的 估计 式 (3.56). 


83.4 一 类 抛物 - 椭圆 耦合 方程 组 
多 筷 介 质 中 两 相 可 混 溶 驱动 问题 


由 不 同类 型 偏 微 分 方程 按 适当 方式 某 合 一 起 构成 的 看 合 方程 组 ， 在 科学 中 是 
屡见不鲜 的 例如， 声 热 耦合 问题 中 的 允 曲 - 抛物 方程 组 ， 以 及 出 现在 自然 对 流 问 
题 、 半 导体 瞬 态 问题 、 多 孔 介 质 中 两 相 可 混 溶 驱动 等 问题 中 的 抛物 - ARAE 
程 组 . 本 节 , 通过 一 个 油 藏 数值 模拟 的 例子 ， 介 绍 挑 物 - 椭圆 不 合 方程 组 的 数值 解 
E. 

在 多 孔 介质 中 ,一 不 可 压缩 流体 被 另 一 流体 混 溶 、 驱 动 的 过 程 ， 在 忽略 重力 影 
响 的 情形 ， 可 用 如 下 数学 模型 描述 ， 


—div(a(c) y p) = qlz, t), 2€fh t0, (3.62) 
63; - div(D Y e) +u: ve - 6,0) (163) 
D*uc:5»-0, zb 0, zcóot, t0, (3.84) 
c(z, 0) = e? (a), z € fi, (3.65) 


A'PcR(4-253) 代表 油 藏 占据 的 空间 区 域 ， 假 定 只 为 有 界 单 连通 区 域 且 
其 边界 00 TEACH. RE plt) 为 混合 流体 内 的 压力 , u= -ale v p 是 混合 流 
ikh Darcy 速度 , a(c) = k/u k = kia) 为 多 孔 介 质 的 渗透 率 , 4 = ule) ABUSO s 
HERY, ele) 为 介质 的 孔隙 系数 , c(sz,t) 为 驱 油 溶剂 在 油 巷 内 的 浓度 ， 咯 为 扩散 系 
数 GEH). 这 里 假定 D 与 生 元 关 并 且 D = d(z)I 7 dol, do > 0, gq(z,t) 代表 源 (X 
IL) 的 强度 ，e(z,4) 是 某 一 给 定 函 数 . 

这 里 ， 还 假定 


| 0 <a, €a(z,) <a“, Og < br), (3.66) 
其 中 as a, pu 加 为 正常 数据 此 ， 方 程 (3.62) 和 (3.63) 分 别 属 于 椭 回 型 和 抛物 


型 方程 ， 所 以 (3.62)—-(3.65) 是 一 个 抛物 - MAREEA, HEAREN 
AR. 习 常 称 (3.62) 为 压力 方程 ， (3.63) 则 称 为 浓度 方程 . 
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下 面 ， 介 绍 初 边 值 问题 (3.62)~(3.65) 的 一 类 有 限 元 近似 ， 首 先 从 问题 的 变 分 
陈述 开始 . 
引进 函数 空间 ; 


H(div,Q) = (u: u, divu E FLN); 
H = {u € H(div,): u-v =0, z € ôN}; 
L-L'(05y(p: p 在 人 上 恒 等 于 一 个 常数 }; 
M = Hi(N. 

idu a(c) yp, HE 


Ai(ei u, v) = (a5 t, 2) ; 


a(c) 


Blu, A) = (divu, À), 


As(D; C, $) = (D7e, vé). 
在 辅助 方程 ag u= vp WRU v e H 并 在 O 上 积分 ， 同 时 分 别 地 用 A CL 


alc) Z 
Wü pE MM 与 方程 (3.62) 和 (3.63) FARR, FERAT BIRAFZRA, TERI HH RTER 
(3.62)~(3.65) 的 变 分 形式 如 下 , X (w p, c) € Hx Lx M, 满足 


Ai(e; u, + Ble, p) =0, (3.87) 

B(u, à) + (9, 4) 20, (3.68) 

(ee. y) +4a(D; e) Ge ve W) 

= (fg, v), t» 0, (3.69) 
Yu, A, )eE Hx Lx M, 

elx, 0} = V(r], zen. (3.70) 


值得 提醒 一 下 ， (3.67) 和 (2.68) 是 压力 方程 (3.62) 的 变 分 方程 ， 于 此 将 p 和 
u = a(c) v p 都 当 作 未 知 画 数 ， 从 这 一 点 看 是 与 标准 Galerkin 有 限 元 的 作法 不 同 
的 ， 相 应 的 压力 方程 的 有 限 元 近似 称 为 ”混合 有 限 元 法 “, 它 的 一 个 重要 优点 是 可 
以 同时 求 出 压力 分 布 以 及 它 的 宰 度 . 对 于 当前 问题 而 喜 ， 因 为 站 = ale) Vp( 压 力 梯 
BE) 出 现在 浓度 方程 (3.63) 中 ， 关 于 压力 方程 的 离散 近似 采用 “混合 有 限 元 法 ”是 
非常 适宜 的 . 

进一步 的 问题 , 是 建立 函数 空间 五 , 工 和 M 的 有 限 元 近似 空间 : Ha, La 和 Ma. 
先 介绍 Hs 和 La 的 选取 SAR 为 已 知 时 ， (3.62) PAAK MARATE, H 
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变 分 (混合 型 ) 形式 为 


Ai(c; u, v) 十 B(v, p) 三 0, 


V(v, Je Hx L (3.71) 
B(u, à) t (q, 4) =0. 


这 属于 一 个 鞍点 问题 . 设 Q4, = {Kp} EKR 0 89 — TENA. Raviart 和 Thomas 
([21]) 关于 变 分 问题 (3.71) 曾经 借助 参考 单元 ， 用 巧妙 的 方法 构造 出 一 类 有 限 元 空 
间 对 (Hap: Lh) 后 来 被 广泛 应 用 并 誉 为 “Raviart-Thomas 空间 ". 对 于 指数 为 m 
的 R-T 空间 (Hn,, Enp) RAIDER: 


"n: le- gall gidiviay € € ^g lelana ， (3.72) 
: — < m+1 m . . 
X lA =~ Aall S € hz MM (3.78) 


详细 介绍 T-R 空间 的 构造 需要 一 定 的 篇 幅 ， 请 读者 参看 文章 1]. 关于 空间 Ma, 
可 以 采用 在 前 分 Qi。 上 普通 的 由 分 片 m 次 多 项 式 组 成 的 有 限 元 空间 有 即 可 . 

基于 取 定 的 近似 空间 (Hn, Laps Mach 问题 (3.62)~(3.65) 的 有 限 元 近似 为 ， 
Qn, Cs s Phyla t): en C. 0) € Ha, x Da, x My, 满足 


(ch Uny s.) + BCh, Phe) = 0, (3.74) 
B(u, Ahp) + (s Anp) = 0, (3.75) 
C me Yn) + Aaf D; Chos Phe) 

十 ( © VEhar Phe) = (Eq, n), (3.76) 


Vv (vs, Ah, Phe) € Hi, x Lap x Mn. 


Che (2,0) = ch, (2) € Ma, . (3.77) 


进一步 作 时 间 变 量 的 高 散 化 . 为 此 , 仍 用 大 > 0 代表 时 间 步 长 , $ tn = nk, n= 
0， 1, sety 并 记 up C) = un, (ta). 注意 到 (3.76) 属于 对 流 7 扩散 方程 ， 因此 这 里 采 
用 $2.3 中 介绍 的 “ 沿 特 征 线 差 分 逼近 ”的 方法 将 它 离散 化 ， 即 用 如 下 差分 方程 近 
E: 
n 0 miry 
(39-39. + Aa( DicR, (2), n.) 
(3.78) 


一 【gp VVs, € Mh. 
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其 中 至 = r-u (etk 可 用 近似 公式 : Z= a2- up, (Ek RE. 此外， 压力 方程 
(3.74). (3.75) 也 可 近似 地 写成 ， 


Aie! 1 Uh, , 4.) 十 Bitr, E Ph) — 0, (3.79) 
Blus, 1 Anp) + (a^ , Anp) = 0, (3.80) 


v (Uap Akp) € Hy, x Lh,. 


将 (3.79)、(3.80) 和 (3.78) 联合 在 一 起 ， 便 得 到 求解 问题 (3.62)~(3.65) 的 一 个 全 离 
散 计算 格式 . 求解 的 步骤 是 这 样 的 : 先 由 (3.77) 得 到 浓度 的 初 值 h. BEF n=], 
由 求解 (3.79), (3.80) 获得 uj ipi. SET EROR EE (3.78) 得 到 cho 再 令 n= 2,3,…， 
依次 求解 (3.79), (3.80) 和 (3.78) 即 可 计算 出 (us opp ch bn = 1,2,…. 

值得 注意 ， 上 述 全 离散 格式 中 的 近似 公式 


zZ—r—u,(r)k:-ggn.(z) ZEN, (3.81) 


在 上 充分 小 时 为 从 138] a WERTERA, S5 up c CO 并 且 max | Deuh, OES 
F k, hp 和 ?# 为 一 致 有 界 的 时 候 ， 则 有 dz = dz + O(k). 关于 这 一 映射 性 质 的 讨论 
在 特征 有 限 元 法 的 理论 分 析 中 是 非常 重要 的 (参考 [20] 122]. 


注 记 ， 

. 关于 对 流 占 优 扩散 问题 ， 工 . J. Hughes 和 A. Brooks"! 提出 过 一 种 沿 流 线 方 
向 附加 大 工科 性 的 间断 有 限 元 法 ， 称 为 “Streamline-diffusion method". 后 来 ， 
T. J. Hughes, C. Johnson, C. Sun 各 他 们 的 合作 人 ， 对 于 这 类 方法 开展 了 一 系 
列 研 究 工作 { 见 (25). [27]), 并 应 用 于 流体 力学 问题 的 计算 . 

2. 关于 对 流 占 优 扩散 方程 和 一 阶 双 曲 方程 的 迎风 型 数值 方法 的 研究 也 是 一 直 很 
活路 的， 人们 已 从 多 种 途径 构造 出 各 种 各 样 的 迎风 型 数值 计算 格式 , 除了 传统 
的 差分 迎风 格式 外 ， 还 有 近年 来 从 有 限 元 法 (标准 与 非 标 准 ) 出 发 构造 出 的 迎 
风 型 数值 计算 格式 ( 见 [28],[29],[37],[38]). 

. 沿 特征 线 作 时 间 变 量 的 离散 化 并 与 有 限 元 (或 有 限 体积 ) 法 结合 ， 这 是 求解 含 
线性 或 非 线性 对 流 项 方程 的 有 效 . 值得 推荐 的 数值 计算 方法 , 已 被 成 功 地 用 于 
一 些 重要 的 应 用 问题 (28 [23], (24]). 


m 


[2 
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二 阶 波动 与 一 阶 双 曲 方程 (组 ) 是 用 于 描写 振动 现象 和 波 在 介质 中 传播 过 程 的 
数学 方程 .二 阶 波动 方程 出 现在 机 械 振 动 、 声 疲 、 弹性 波 的 理论 中 ， 一 阶 双 曲 方程 
组 可 直接 来 源 于 流体 、 气 体力 学 、 电 磁 波 理论 ， 也 可 由 高 阶 波动 方程 转化 而 来 . 上 
述 两 类 方程 在 微分 方程 理论 中 均 属 于 双 划 型 方程 的 范畴 ， 关 于 这 两 类 方程 的 初 值 
或 初 边 值 问题 数 值 解法 的 研究 一 直 蚌 微分 方程 数值 解 方 向 和 计算 数学 学 科 的 重点 
课题 之 一 ， 有 着 十 分 广泛 的 应 用 ， 本 章 $41 介绍 二 阶 线性 波动 方程 (组 ) 的 初 值 与 
初 边 值 问题 . $4.2 介绍 二 阶 线性 波动 方程 的 差分 法 和 有 限 元 方法 . 84.3 介绍 求解 线 
性 与 非 线 性 一 阶 双 曲 方程 的 一 些 重要 差分 格式 . 54.4 介绍 间断 有 限 元 方法 及 其 对 于 
中 子 输 运 问 题 和 非 线 性 双 曲 守 伍 方程 的 应用 . 


$4.1 声波 与 弹性 波 方程 (组 ) 


本 节 介绍 二 阶 波动 方程 的 两 个 重要 例子 ， 声 波 方 程 与 弹性 波 方程 组 . 

声波 方程 

由 声 振 动 在 介质 (如 气体 和 液体 ) 中 激 起 的 纵波 声波) 可 用 下 述 二 阶 线性 偏 柚 
分 方程 描述 z 


ag Atn, zeRt>O, (4.1) 


d 
其 中 A = 783/022 为 Laplace 算 子 , u 表示 介质 沿 传播 方向 的 位 移 ，c > 0 为 波 


速 . 

HARG iw A igli = VD) 分别 地 替代 (4-1) 中 的 微 商 算 乔 /和 8/82;(1 < 
j <d) I o? — ce? —0, 其 中 Je? — ET +o + Ea FUE (4.1) 的 符号 方程 . 
空间 R^ x R 中 超 曲 面 


((z,t) € RÉ x R:c?(t— t9)? = |z — xol?) 


称 为 特征 锥 ， 它 在 波动 方程 的 理论 研究 中 具有 重要 作用 . 波动 方程 (4.1) 的 基本 定 
解 问题 之 一 是 Cauchy ( 初 值 ) 问题 ， 求 方程 (4.1) 的 满足 如 下 初 值 条 件 的 解 


u(z, 0) = u?(z), T (s. 0) = v? (a), z c R*. (4.2) 


EG n uM u = Tr, NTH (1), (42) 化 为 下 述 等 价 方程 组 


a (a) laan s] (2) =e 
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e^ 0 
并 对 于 (21,92) € H' (R7) x DRS) 定义 能 量 范 数 


Issue = f f Qa Ius has]. (43) 


4-| 0 中， D(A) = H*(RÀ) x H' (RÀ), 


EZAN PREST C? 群 的 理论 ， 可 以 证 明 
定理 4.1 。 对 任意 给 定 dz) E HNR 和 o(s) € HRS), AAt Btk 
u(2,t) € C!([0, o0); H?(R4)) 满足 (4.1), (4.2), 并 有 估计 式 


llus wa)lle < elut, 9| g, vt E R. (4.4) 


注 Egt, 此 定理 是 如 下 事实 的 推论 , 即 算 子 A 生成 空间 H'(RA)x L*(RÀ) 
土 的 一 个 Co 群 (Et), tc R}, 并 有 IEH «x e?eltl. Vt € R. #Ẹ (lunt) = 


MTS $()-)- G2). 
弹性 波 方程 组 


用 z = (z1,22,23) 表示 弹性 介质 占据 空间 区 域 9 C R? 中 点 的 位 置 坐 标 ， 
u(z,t) = (ux(z, t), uz(z. t), us(2, 1) 为 z 点 于 时 刻 t 的 位 移 向 量 ， 则 介质 内 的 应 变 


张 量 为 Ou; ĝu; 
€ — {cei}, eg = js, 十 Ja € zi) 


ij —1,2,3. 


Eii 


将 上 述 应 变 - 位 移 关 系 记 为 


£ = 


ti 
ðr; 


8 8 ə 


(Ber az. 52, ^ 


其 中 e = (61,622,633: 612,223, 621), B HKT x 的 6 x 3 符号 运算 矩阵 


Br 。 
0 5n — 
IE 
0 ^ Bn m 
9 y 9 
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其 次 ， 介 质 内 的 应 力 及 其 与 应 变 的 关系 可 表示 为 


g= (call 023, 033, 012, 023,931) 
à 8 8 
= DB( gz 82; Ir” 
其 中 DD 是 表征 介质 弹性 特征 的 6 x 6 和 矩阵， 假定 介质 是 各 向 同性 时 ， 则 D = (dij) 
的 元 素 满 足 ， 


di; = d22 = dss = à + 24, di2 = dis = das = 
d44 = dss = des = h, 其 余 元 素 为 零 ， 


À, a 称 为 Lame 常数 . 
这 样 一 来 ， 以 位 移 为 未 知 函数 的 弹性 波 方程 组 为 


8^u 
plz) ET 一 


o 8 日 a 8 8 
1(9 9 9? Sg 0X3, 
B t ' Org! Z) DB (2 ! Brz x.) u ~ F(s,) 


或 者 改写 后 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 组 


P g x, »P B z (ose ur x)" PC (e.t). (4.5) 


其 中 ple) 为 介质 的 密度 ， 当 系数 盾 阵 Al) = (ale) 为 正定 时 ， 则 (4.5) 是 一 个 
以 ui(z,t), 1— 1,2,3 为 未 知 阔 数 的 二 阶 双 曲 方程 组 . 

在 限定 区 域 人 上 求解 二 阶 双 曲 方程 (组 ) 的 问题 属于 初 边 值 问题 ， 此 时 除了 形 
如 (4.2) 的 初 值 条 件 外 ， 尚 需 在 区 域 0 的 边界 00 上 指定 恰当 的 边 信条 件 . 
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本 节 介 绍 二 阶 波 动 问题 的 数值 解法 ， 包 括 解 Cauchy 问题 的 差分 法 、 有 界 区 域 
上 初 边 值 问题 的 有 限 元 近似 和 人 工 边界 上 的 无 反射 近似 边界 条 人 忻 . 

Cauchy 向 题 (4.1) 、 (4.2) HAJBA 

不 妨 设 求解 区 域 G = ((z,t) : z c Rf, t > 0 的 前 分 是 规则 的 ， 时 得 步 
长 记 为 Ab 空间 变量 x € Rs 各 个 坐标 方向 的 步 长 相等 ， 记 为 h， 简 记 zy = 
(jih, jah, - -- , jah), tn = nôt, WW Ghat = ((z5, tn) : J = Gu dai ,ja) E ZË, n= 
0,1, 上} 代表 G Bin A 5 MR. 在 Grat 的 内 点 (tnh n> 0 处 以 二 阶 中 心 
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差 商 za Erta) $7 5 85 u(2.1,t5) 分 别 地 近似 (4.1) FHAR u 关于 自 变量 宇和 
关于 zi 的 二 阶 偏 熏 商 ， 可 得 如 下 差分 方程 


ag Z2 


由 于 名 U9 UT —2U? FU? 上 述 方程 可 改写 成 


d 
Uj' 一 207 十 car2 SUF US, n2 12, , (4.6) 
i-i 
其 中 + = D 为 时 间 与 空间 步 长 之 比 .这 是 关于 U 的 一 个 三 层 递 椎 公式 ， 用 它 求 
解 需 要 先 给 出 初始 两 层 即 U? 和 U 的 值 ， 其 中 U* = (5 : J e 27) 可 直接 由 初 值 
条 件 (4.2) 中 的 第 一 武 给 出 ， 妈 


U? = Wz), J e Z*. (4.7) 


为 得 到 U! = {U} : J € Z1) 的 近似 计算 公式 ， 先 用 下 式 近 似 (4.2) 中 的 第 二 个 初 值 
条 件 


QA HO - U7?) = 20,0) = (2). 


另 设 (46) XI n — 0 成 立 ， 即 


d 
U} = 20$ + cr? V 20$ — Uy. 


i=1 


由 以 上 两 式 消去 U 71, 便 可 得 到 U1 的 计算 公式 
U} =U} + Atol 十 tae ap? Da U$. (4.8) 


2541 Jr f (4.6). (4.7) 和 (4.8) 联 立 起 来 称 作 是 Cauchy 问题 (4.1). (4.2) 的 显 格式 ， 
此 格式 的 截断 误差 阶 为 Oh? 十 A2). 

关于 线性 差分 格式 对 于 初 值 的 稳定 性 ， 通 常 利用 Fourier 方法 进行 分 析 ， 首 先 
判定 Von Neumann FfF {稳定 的 必要 条 件 }. 对 于 格式 (4.6) (4.8) 的 Von Neumann 
条 件 为 "HE 


er—y- SU (4.9) 


这 是 对 于 步 长 比值 "= ^" 的 一 个 限制 条 件 
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分 析 波 动 方程 益 分 格式 稳定 与 收敛 性 的 另 一 种 方法 是 借助 依赖 域 的 概念 . 设 
(zo,to) 为 求解 区 域 G = R^ x Rt 中 革 一 点 ， 称 超 平 面 上 =0 上 的 球 域 


Bo = {(z,0) : |£ — xo! < ctp 2E R^) 


为 波动 方程 (4.1) 的 解 在 (moto) 点 的 依赖 域 . 此 概念 表明 一 个 重要 事实 ; 方程 (4.1) 
的 解 在 (xo,to) 点 的 值 u(zo,to) 仅仅 依赖 于 Bo 上 指定 的 初始 值 ， 而 与 超 平面 t+=0 
上 其 余部 分 的 初 值 无 关 - 这 里 ， 球 域 Bo 恰好 是 G 中 锥 体 


Dcos) = d(5 0): lz— zo| < elt — to], O < t € to} 


与 超 平 面 t= 0 之 交 (底面 ). 波动 方程 存在 有 界 的 依赖 域 是 与 波 的 有 限 传播 速度 密 
切 相关 的 , 它 的 这 一 特性 与 抛物 方程 有 着 截然 区 别 . 对 于 波动 方程 的 差分 格式 可 以 
类 似 地 定义 其 解 (差分 解 ) 在 某 一 剖 分 节点 上 的 依赖 域 . 显 格式 (4.6)~(4.8) 的 解 在 
(zj fa) n 2 0 点 的 依 更 域 定义 为 初始 层 节点 集合 的 那样 一 个 子 集 Bon C {(23,0): 
J € Z^), 其 上 的 初 值 是 在 按 递 推 公式 (4.6) 计算 UF 时 实际 要 用 到 的 , 显然 Bos 是 一 
TARR. 基于 依赖 域 判定 波动 方程 差分 格式 收 化 性 的 Courant 条 件 (必要 性 条 件 ) 
就 是 ， 差 分 方程 的 依赖 域 包含 徽 分 方程 的 依赖 域 . 下 面 , 就 二 维 情形 (d = 2) 进一步 
加 以 说 明 . 由 图 4.1 可 以 看 到 ,此 时 Doo, s = 1(mt):lz-z;] S ejt-t], 0t ta} 
是 (21,22, 0) 空间 中 以 (m5, 65) 为 顶点 的 圆锥 体 ， 其 轴线 与 tM CREN 
(21,22) 平面 上 以 zy 为 心 的 圆 域 : |? 一 zz| < eta = en- At, 此 即 微分 方程 解 在 (ztn) 
点 的 依赖 域 . 现在 再 来 看 差分 解 在 (25,05) 点 的 依赖 域 . 根据 递 推 公式 (4.6) 右 端 的 
结构 形式 ， 容 易 推 类 此 格式 解 在 (4.15) 点 的 依赖 域 为 如 图 4.2 Br B SEE DC, 


Dot 


(0) 


图 4.1 THER 图 4.2 差分 解 依赖 域 


它 的 两 条 对 角 线 分 别 平行 于 zi 轴 和 za ELF zy 点， 并 有 IIR rji = nh. 
FE, RE Courant KRE: A 4.2 BERBEUE DOR EL AEG |e- ez] < en At, 
此 条 件 当 上 且 仅 当 cn .At < nh/ VÀ s 


< -一 (4.10) 
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时 成 立 ， 条 件 (4.10) 与 前 面 的 Von Neumann 条 件 (d = 2) 是 完全 一 致 的 . 
波动 方程 初 边 值 问题 的 有 限 元 近似 
不 失 一 般 性 ， 考 虑 如 下 初 边 值 问题 : 
Pu É ə ðu 
ru 和 Jz; (asta) = f(z,t), 
zc), 0c«tcT, 
u-Üü,rcóf 0ct«T, (411) 
u(z,0) = uP(z), TEQ, 
Ass 0) = P(x), EQ, 


Hpo cR 为 有 界 区 域 ， 设 边界 00 RAR, F u 和 v nmm BE 
ai; (2) = a(x) € C! (02), 并 满足 如 下 一 臻 椭圆 条 件 ， 存 在 常数 a > 0 使 得 
d d 
Y ag(2)66; > aM lil, VEER, sen. (4.12) 
ij-1 i-i 
按 第 一 章 $1.2 所 介绍 的 方法 ， 对 区 域 Q 进行 前 分 ， 并 构造 H1(0) 的 有 限 维 子 
空间 5;, BHARR (0:2) I. 根据 (4.11) 的 弱 形 式 : 


(S52) ato) = (Fo), ve e HEO), 


2v àv 4 
a(u,v) — 上 È aij (£) Jz, 87;À 
上 述 初 边 值 问题 的 Galerkin 有 限 元 近似 定义 为 K ualt): [0,T] > 54 使 得 


(4.13) 


(Fra) +Halur, Yr) = (f, vn), 


Vv, € Sn, t € (0,T], (44) 
ups (0) 一 u? € Shs 
2 
^ a O= v? E Sh 


将 un 按 空间 Sy, 的 基底 0A 展开 


Ns 
usa, t) 三 5 U:(t)ġ:(2), 


i=l 
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并 记 U(t) = (UA (t), Ux(t),--- Un, (0), WU (4.14) 等 价 于 下 述 二 阶 常 微 分 方程 组 的 
初 值 问题 


MU(t) + AU(t) = F(t), O«t«T, (415) 
U(0)—U?, U(p)— V9, 
其 中 M A ADIEL (hi oi) 和 alpin 0;) 为 元 素 的 Na x Ni ERE, U? gi v? 分 
HERE uD (2) 和 v0(z) 按 {ts(z)} 忆 展开 所 得 系数 组 成 的 Ni 维 向 量 ， U 前 
面 的 系数 矩阵 M PARRER. 

在 上 述 半 离 散 化 的 基础 七 ， 采用 差分 过 近 方法 将 (4.15) 中 的 时 间 变 量 进一步 
离散 化 ， 即 可 建立 初 边 值 问题 (4.11) 的 全 离散 求解 计算 格式 . 为 此 ， 设 时 间 步 长 为 
At, tn = nåt, EA U" 家 示 t= 如 时 刻 的 近似 解 . 下 面 介 绍 二 类 典型 时 间 离 散 化 格 
式 . 

RAI (三 层 格式 ): 

U"t! — 9p" + Un 


AB + 8AU"H 


(1 — 20) AU" + GAU"- 1, 
(4.16) 
= 8p" 4 (1-28)F^ + 8F"-1, n2 1,2, , 


U! —U?..AtV9, | To 和 8Y0 见 (4.15)， 


其 中 9 & 10,1] 为 可 选 参数 ， 当 0 = 时 ， 此 格式 关于 时 间 变 量 是 一 个 二 阶 精 度 格 
式 . 

PRI (MERA) 
MEZ — yn 


APO AAU” + (1 61) AU 


一 g,rF"t1 十 (1 一 61) F7, (4.17) 


pn. pn 
DU 
此 格式 是 由 先 令 ÙH) — V 将 (4.15) 化 成 一 阶 方程 组 之 后 ， 再 作 差分 逼近 导出 的 . 
这 里， gb € [0,1] 为 可 选 参数 ， 当 0, — 85 = 3 时， 这 个 格式 关于 时 间 的 通 近 可 
达 二 阶 精 度 ， 一 般 情形 仅 为 一 阶 精度 
关于 移 定 性 和 收敛 性 分 析 ， 这 里 主要 讨论 一 下 半 离散 问题 (4.15). 首先 分 析 近 
似 解 ua, f) 关于 初 秆 vp, o 的 稳定 性 设 问 题 (4.15) 的 初 值 有 拓 动 Suh, up, 记 


= M Vet 4 (1—8 V”, n=0,1,.…. 
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扰动 后 问题 的 解 为 (m, t), 则 wn = r — un 满足 


2 
e m) +alwn Vr) = 0, Vv, € SaO <t <T, 


wi (z,0) = fut, P (s, 0) = vf, 


于 上 式 中 令 v, = 人 此, 并 注意 到 a(,) 的 对 称 与 正定 性 ( 见 第 一 章 $12, (18) 式 )， 


可 得 
1 d fgwr |]? 
2dt at 


十 awh, m) = 0, 


对 + 积分 之 后 ， 有 
|o | ion < [Zo] atto stor 
(4.18) 


< lwp + M5uR I Vt € (0, TT. 


此 估计 式 表 明 近 似 解 uale, t) 在 能 量 范 数 ( 见 (4.3)) 的 意义 下 是 稳定 的 . 

再 来 讨论 近似 解 us (m. t) 的 收 伍 性 ， 为 此 需 候 定 子 空间 {5%,0 « h< ho] RA 
第 一 章 $1.2 所 述 毅 近 性 质 (1.10). 如 同 抛 物 方程 Galerkin 有 限 元 法 的 分 析 ，5 引 进 初 
边 值 问题 (4.11) 真 解 u(z,t) 的 椭圆 投影 Pw (定义 见 第 一 章 81.3, (1.28) 式 ), 并 令 


uy — u = un — Pyu + Piu -u = 0 4 7. 
为 了 方便 ， 假 定 半 离 散 问题 (4.24) 中 的 初 值 选 作 
u$ = Py, i9 = PV. (4.19) 
PEAH, On E Sr 满足 
(£5...) tanm =- (Bh), 
Vv, € S4, 0 <t & T, (4.20) 


60s(0) =0, S (0) =0 


于 上 式 中 取 o = 人 ,可 得 


2 
2x ilb cmn) s [oe < 
1 pol , 1 ges p 
72] 8t? 2 8t | ' 
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2 
) ds, 


其 中 alant), OC) > yl (£[2. 至 此 ， 需 要 利用 第 一 章 引 理 1.2(Gronwall 引 理 }, 其 


2 
时 可 令 yt = 332] 4 a(8,(),0,(£)), A(7r) = 1, 而 oo 则 代表 积分 值 


88; 


PPS (EU, JEER 6,(0) = ZE (0) = 0, 知 


06, 


95 y) Saol + 


ag 
O 


2 Ł 
+ aln (t), 6.2) < f ( 


On 2 
sg?) ds. 由 此 ， 可 得 


86, ... |? 2 SEZAR 
ol iesen f [5| e» (41) 


由 椭圆 投影 的 误差 估计 (第 一 章 引 理 1.0), 有 
žel- 


将 它 代入 (4.21), 我 们 得 到 


2u 2u 
(i N) LT 


< Ch” 


2S HET. 
A 


86;, Bru LM 
一 一 一 (8 诈 ds] , 
or ge o) p ) (4:22) 


+ laate < eve (f 


一 上 一 下“ 一“ 一) 


其 中 C(T) 代表 某 一 与 人 有 关 的 常数 ， 类 似 地， 已 知 


önt 8 
Inl < coetus [229] «ew |F (423) 


ac) a 


由 (4.22) 和 (4.23), 利用 三 角 不 等 式 证 得 


haate) — tO + | (ent) — uk) 


E 


2<p<r 0ct«T. 


du 


u 
or ag 0) 


s cere | lella 十 


2 à 
as) (4.24) 
H 
8u 


HE TERR, M u 2E e L(0,T; H^(0)), 77 € I?OT; H^(Q), p> 2 时 ， 近 
fb us (2,0) 及 其 导数 D^ (e, t) ict (S h 0), 并 证 得 如 下 定理 结果 . 
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定理 4.2 设 空间 Sn x €—3 $12 中 假定 条 件 (1.10), 并 设 ul = Pa, 
v) = Pis, do X e] 38 (4.11) GEM u AA ENH: 


u e L”(0,T; mo), zz Te I?(0,T; H'(Q)), 
则 由 (4.14) 所 定义 的 近似 解 满足 误差 估计 式 


Juan(é) — u(£) + | cs - ult | < C(T,u)h", 0 « £ « T. 


注 在 [45| 中 ， 基 于 估计 式 (422) 中 对 gu 人 bl: 的 估计 和 S, Eng T S8 
入 不 等 式 ， 对 于 线性 有 限 元 (r = 2) 法 的 近似 解 证 得 下 述 按 L(0) 范 数 的 误差 估 
i 
lun (t) — uz» S 


1 
or (ts) {element + nelson 


人 工 边界 上 边 值 条 件 的 近似 确定 方法 

在 应 用 中 ， 当 人 0 为 无 界 区 域 时 ， 为 缩减 计算 和 存储 量 ， 常 需 引入 人 工 边界 ， 
将 无 界 区 域 化 为 有 界 区 域 ， 此 时 在 人 工 边 界 上 需要 附加 相应 边 值 条 件 . 这 种 边界 条 
件 应 满足 以 下 要 求 ， 首先 ， 新 的 有 界 区 域 上 的 初 边 值 问题 是 适 定 的 ; 其次， 为 保证 
新 问题 的 解 是 原 问题 解 的 足够 好 的 近似 ， 要 求 在 人 工 边 界 上 避免 产生 非 物理 反射 
波 ， 此 类 边界 条 件 称 为 无 反射 人 工 边 界 条 件 (或 吸收 边界 条 件 )， 

为 便于 了 解 上 述 问题 ， 先 来 考察 一 维 声波 方程 的 初 值 问题 : 


2 2 
六 — oo < æ < +o0,t > 0, (4.25) 
u(z,0) = a(z) Tig, 0) —v'(z), —oo < g < -roo. (4.26) 


i T 
已 知 方 程 (4.25) 的 通 解 为 


u(z, t) = di(z 一 ct) T alz + ct), 


其 中 dg: 为 任意 函数 ， 分 别 满足 方程 


61 te A —-og 222 êta EL 


Ox cx =0, (4.27) 


gile- ct) 代表 沿 x 正方 向 传播 的 波 ， 而 pale + ct) 则 代表 沿 = 负 方 向 传播 的 波 . 
若 初始 值 函 数 如 (x) AM a) 具有 紧 支 集 并 属于 有 限 区 间 0 < z < L, 则 可 将 问题 
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(4.25) . (4.26) 化 为 如 下 有 界 区 域 上 的 初 边 值 问题 : 


^u ^u 

3m 6 apo ÜczcL, tU, (4.28) 

Ou Ou 

r= 一 > . 

rii 0, 220,120, (4.29) 

ðu ðu 

— — m 一 2 . 

at t ^s 0, r—L,t20, (4.30) 
0 ðu 0 

tm;D = wu" (x), a 09 -v(z)0cr«L, (4.31) 


其 中 (429) 和 (4.30) 就 属于 z = 0 和 z= 上 两 条 人 工 边 界线 上 的 无 反射 边界 条 
件 ， 它 是 根据 单程 波 方程 (4.27) 给 出 的 ， 


在 上 面 的 合子 中 ， 利用 将 波动 算 于 2-02. 分 解 为 两 个 一 阶 微分 算 子 2 - 
ð AM 


cas xt 2 (单程 波 算 子 ) 的 方法 痪 定 无 反射 人 工 边界 条 件 对 于 高 维 波动 方 
程 ， 直 接 实 现 上 述 单 程 波 分 解 是 困难 的 . 但 仍 可 借助 符号 方程 ( 拟 微分 算 子 ) 的 形 
式 进 行 分 解 ， 并 采用 恰当 的 各 近 方法 建立 近似 的 无 反射 人 工 边 界 条 件 . 下 面 以 二 维 
波动 问题 : 
8u {Pu au 
B82 e 82; 
为 例 来 讨论 这 一 问题 ， 这 里 s = 0 即 坐 标 平 面 (22,0) 的 上 半 部 分 (t > 0) AT 
边界 .方程 (4.32) 的 平面 波 解 为 
u(z,t) = eetrhisiriam), j= Yl, (4.33) 


其 中 为 波 的 频率 ， 和 && 为 波 数 ， 而 (£1.62) 代表 波 的 传播 方向 . 将 (4.33) f 
入 方程 (4.32), 知 w, 6 和 £o. 应 满足 关系 式 


w? — c (6 +E) = 0 (4.34) 


我 们 看 到 此 式 恰好 是 (4.32) 的 符 呈 方程 4 € — cosd, ES =sing =s, 其 中 0 为 
入 射 角 ， 即 波 的 传播 方向 与 zi MAE (4.34) 可 改写 为 


(ia - 2-3) (ie 十 一 Vi-5) =0, (4.35) 


上 式 左 端的 两 个 因 式 是 二 维 波 动 算 子 的 向 zi > 0 方向 和 x. < 0 方向 传播 的 单 
程 波 的 拟 微分 算 子 ， 为 了 得 到 微分 形式 的 单程 波 方 程 ， 需 要 采用 适当 的 有 理 函 数 
r(a) = Pm(3)/Qn(s) (Pmts) 和 Qa(s) 分 别 代表 m AA n 阶 多 项 式 ) 来 通 近 平方 根 
函数 V1 一 52. 这 样 一 来 ， 由 分 解 式 (4.35) 可 得 如 下 两 个 单程 波 符号 方程 : 


citiQu (s) t iu PA(s) = 0, s= a 


) = 0, ma >00, zzER (4.32) 
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Bp 


xe(? seems — 


4 k = max(n,m — 1), i: iw ^ 3 ES > 3s z7 和 和 i£ ^3 一 一 =, 得 到 如 下 近似 
单程 波 微分 方程 


tig T 
Ye a 23 a uy - 0. (4.36) 
若 取 不 同 的 有 理 函 数 r+(s), 那么 相应 的 近似 单程 波 方程 也 就 不 同 ， 对 于 波动 问题 
(4.32), 人 工 边 界 = = 0 处 的 无 反射 边界 条 件 由 (4.36) 中 带 负 号 的 那个 单程 波 方 程 
给 出 下面 ， 就 此 间 题 介绍 几 个 近似 无 反射 边界 条 件 的 例子 . 

Clayton-Engquist-Majdal49 边界 条 件 : 这 种 边界 条 件 是 基于 平方 根 函 数 V1 一 8 
的 Padé 逼近 ， 即 取 

3 


8 
(X4) e 1, 5 D(s) c1 ems 2L 


由 此 得 到 不 同 精度 阶 的 边界 条 件 : 


18?'u 1 u 18u 


Bzu = 一 一 到 一 一 op 

20 80 char 20x] ^ 
18 18 

By4iu- PETI lE 4822 zaz By = 0. 


Halpern-Trefethen[4?] 边 值 条 件 ， 取 r(s) 为 平方 根 函 数 V/1— s? TE [71,1] KE 
EB HE, EET ARE Chebyshev 点 : 


6-3) 
SUA E ，l1<k<2K. 


EG p(t) = (t - /1- 8D) t- 1— sx), 则 上 述 插值 函数 具有 表达 式 


_ C70 +p EE: 
rr | 


因 上 式 右 端 的 分 子 和 分 母 都 是 t AAR, EDI.) 为 。 的 有 理 函 数 , 
Higdon 边界 条 件 ， 此 边界 条 件 具 形式 


K 


8 à 
II (eo; ac)" 


j-l 
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其 中 |9| < 2, 1€ « K. 所 有 传播 速度 为 c<、 具有 入 射 角 101,65, ,二 g 的 平 
面 波 及 其 线性 组 合 均 满足 上 述 方程 ， 所 以 ， 当 & 足够 大 时 ， Higdon 边界 条 件 近 平 
对 任何 入 射 波 都 具有 吸收 非 物 理 反射 波 的 良好 效果 . 
84.3 ”一 阶 双 曲 方程 的 经 典 差分 格式 
本 节 以 一 维 非 线性 守恒 方程 式 的 Cauchy 问题 
ðu | Of(u) _ 
| Ht 6 0 (4.37) 


w(x, 0} = uP(z) 


为 典型 例子 ， 介 绍 某 些 常见 、 重 要 的 差分 格式 . 
众所周知 ， 对 于 问题 (4.37), 即使 初 值 wie) 充分 光滑 ， 其 解 也 有 可 能 出 现 癌 
断 ， 如 激 波 等 现象 . 人 们 对 于 如 何 构造 具有 局 部 守恒 性 质 、 在 光滑 解 区 域 保持 高 阶 
精度 并 对 于 激 波 具有 高 分 辨 能力 的 差分 格式 进行 过 长 期 、 大量 的 探索 研究 工作 ( 参 
看 [32]. [33]). 
以 下 , Hz; = jhtn = nôt, SAC >0 分 别 代表 空间 和 时 间 步 长 ， 邮 = 
x(zitn) ,求解 (4.37) 的 守恒 型 差分 格式 的 一 般 形 式 为 
gn- ga a 
r tA 9 (4.88) 
其 中 gu, — g(Ujem c sUj ma) , 9 满足 g(U,…,U) = f(U). 通常 称 函数 
9jei— g(Ujsm t ,Uj mai) 为 数值 流通 量 . 
Lax 格式 (1954): 
Urt 一 (U7 TUR) + Fisi di- 


At 2h =0, 


(4.39) 
j-20,t-- :n=0,1,.",， 


此 格式 是 由 在 如 图 所 示 矩 形 曲线 ABCDA 上 的 下 述 积分 恒等式 与 近似 公式 导 
出 的 ， 
一 一 一 dz 
f (a - a) [2 LU 


+/ sa- f U ds = 0, 
o5 DA 
f ta & At fP 
AB 


-f Ude m2h.UT^, 
BO 
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C (x;, La) B 
D A 
(x. t) (xj, t) (x; +13 t6) 


f ta & At ffas 


CD 
- f Uds sh. (UT LEUR). 
DA 


Lax-Wendroff 格式 (1962): 
Up" = UF- Epa- fa) 
2 
HOP P a FO) 17-0) 


j20,t1,-- ;n= 0,1,.…,， 


其 中 1 At 
Uj = gUm TU), r= pu 
上 式 格式 可 看 作 是 如 下 带 扰动 项 方程 
8U ,OU At,,,, aU 
a t Og OR 


通过 中 心 差分 允 近 导出 的 ， 具 有 二 阶 精 度 ， 
Engquist-Osher 格式 (1980,1981): 


UP" = UP — A (As f-(U7 )* A HAUT), 


其 中 


U Uu 
fU) = Í X(5)f(5)ds , f-(U)= f (1 — #(8)) f(s) d 


X(U) 21 Xf(U)» 0, X(U) 20 M(U) «0 
AxU; = +(Uj+1 - U;). 


81 


(4.40) 


(441) 
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此 格式 是 一 个 单调 守恒 格式 ， 仅 具有 一 阶 精 度 ， 后 来 对 于 AU) AORE U 为 

f'(U) 惟一 零点 的 情形 ， Engquist 和 Osher(1981) 又 提出 了 如 下 具有 二 阶 精 度 的 烙 
x. 

up =op -FE (apf 0P - FALZA) 

(4.42) 

+ (a-p + zawa) h, 

其 中 | 

gn max(U; Un) "4 Uy-i «U, 

U, 当 U;.2U, 


min(U; ,U; 1), 34 Uri >U, 
W7 = 
Ü, 当 UmU. 
Godnnov 格式 (1959): 
At inn n 

UL = UR. — UU.) ~ f(U1)], 

(4.43) 
j = 0, 1,- m =0,1,:.… ; 
其 中 Ur, MHI wz 四 于 时 刻 ta 在 区 间 5,2541). 上 的 平均 值 ， T; 代表 
Riemann 问题 


8t Or 


8U 0f0) a, tn < EZ TER 


| U? |, £ L Ej, 
U(z,0) = 1-3 
UT y. TL 
的 解 (根据 解 的 自 相 似 性 , U 在 直线 > = ri 上 取 相 同 的 值 ). 
前 面 所 介绍 的 各 个 格式 都 不 难 推 广 到 非 线性 守恒 方程 组 的 情形 . 例如 , 在 Euler 
坐标 中 ， 一 维 可 压缩 气体 的 动力 学 方程 组 为 : 


8p alpu) | 
at à T { 连 续 性 方程 ) 


Ou ðu 18p 加 4j 
9v uo Li Po, (agg) 


3E ðE du 
P3t 十 Uz ud D, { 能 量 方程 ) 


(4.44) 
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其 中 为 气体 密度 ，u 为 速度 , p 是 压力 , 互 是 比 内 能 . 令 m = pu e p (z+ z) , 
U = (p m ,e)7 和 3 
F(U) = (m , => +p (e Y", 
则 可 将 (4.44) 表示 成 
ðU 8P(D) 


at B9 (4.45) 


由 此 ， 便 可 写 出 求解 方程 组 (4.44) 的 Lax 格式 (分 量 形式 ): 


na 1 


Pj zP- t PA) 4 mia ma _0 
At 2h , 
1 
n+i 
mi -g0nja tma) mgpa)  (mpuy 
At 2hp? 1 2hp?. , 
Piy — Pj- 
—————Ó Z L6] 
tU A , 
ME 4.46 
ert! -ple ate) m (446) 
2 jt (e? +p” ) 
At 2hp? 1 j+1 Pj41 
TH? 1 
E" i (eji + Pj) 70, 
j- 


2 
n f n ef 1 m; 
; 二 € 一 一 二 | 一 . 
I 2E 


最 后 , 应 该 指出 前 面 各 个 格式 均 属 于 条 件 稳定 格式 ,也 就 是 说 当 它 们 应 用 于 守 
恒 方程 式 (4.37) 或 方程 组 (445) 时 均 震 对 于 网 格 步 长 Ach (通常 是 比例 了 = F) 
加 某 种 限制 ， 此 时 才能 保证 数值 计算 的 稳定 性 . 这 种 限制 条 件 通常 是 对 于 线性 、 
常 系数 方程 OX AU) = F'(U) 为 常数 矩阵 ), 通过 Fourier 分 析 方 法 建立 的 ， 称 为 
VonNeumann 条 件 ， 自 然 它 仅 为 保证 格式 稳定 的 一 种 必要 条 件 . 例如 ， 对 于 方程 组 
(4.45), Lax 格式 的 VonNeumann 条 件 为 


?|A(A)|max S 1, {4.47) 


其 中 + = Â A= P(U). 其 次 ， 上面 所 介绍 的 格式 均 属 守 恒 型 格式 ，P. D. Lax 和 


B. Wendroff(1960) 曾 严 格 证 明 : 守恒 型 格式 (4.38) 的 解 U^. 必定 有 界 地 几乎 处 处 收 
$i ( 当 h, At — o), 并 且 其 极限 函数 U (a, t) Æ Cauchy 问题 (4.37) 的 一 个 弱 解 . 
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84.4 间断 有 限 元 法 


向 断 有 限 元 法 是 采用 在 单元 交界 处 完全 间断 的 分 片 多 项 式 空间 作为 试探 与 检 
验 函 数 空间 的 一 类 有 限 元 方法 .间断 Galerkin 有 限 元 法 ， 最 初 是 为 求解 中 子 输 运 
问题 提出 ( 见 [34],[35]), 后 来 该 方法 在 求解 一 阶 双 曲 各 菲 线性 守重 方程 等 方面 得 到 
了 重要 发 展 ( 见 [36]~[43]). 
中 子 输 运 问题 与 间断 有 限 元 分 析 
设 是 (z, 切 平面 上 一 贞 多 边 形 区 域 , n= (nr ny) 代表 边界 00 的 单位 外 法 
向 量 , p 和 上 为 实 参 数 ， 满 足 P rv? «1. 考虑 问题 ， 求 函数 u( y). 满足 
ug try rcu-f, TR. (448) 
u=g, 在 T_ —((z,y)€80 : un, E vny, « OL, 


其 中 o, f g AGERE Haly) 20920. co 为 正常 数 ， 问题 (4.48) KATE 
子 输 运 问题. 
i mx = {K} 是 区 域 N HEWA, K 代表 剂 分 中 任 一 单元 ， 其 边界 8K 上 
的 单位 外 法 向 量 记 为 nly) ,8 = (mv). 定义 
OK. = { (z,y) € 8K n(z,y) «0) 流入 部 分 ， 


:8: 
DBen(zy)É0) 流出 部 分 . 


OK, —[(z,y)€ 8K 


引进 有 限 维 函 数 空间 


Sh 一 { vj € Lo() vrk € Pr, VE € €), (4.49) 
P, 为 次 数 <r 的 多 项 式 集合 (r > 1) . 
记 
(uo) = f wuda ， < w, >ek= | vvas, 
lwll = (w, w$ ， luli = f w^ njde 
OK 


gl? =f 9^8 - n| da . 


从 定义 (4.49) 看 到 ， 空 间 S, 中 的 函数 va, 在 单元 交界 处 允许 是 间断 的 .作为 
问题 (4.48) 的 近似 ， 考 虑 如 下 离散 模型 : 求 us € S, 使 满足 


Y (7 s, vojt < Vs, v >ar} + (Cun v) 
KE Rh 


=(f,0), VueS,, (4.50) 


Un =u, =F, ftr. E, 
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其 中 (,) 表示 UM 中 内 积 ,vp = ube vaa , ii d, dE OK 上 的 取 值 由 下 式 定 
X: 


S ut,  4EOK, 上 ， 
ün = (4.51) 
uz, 在 aK- 上 
ut uz 分别 是 us 在 OK 上 沿 K 的 内 合 方 向 和 人 外侧 方向 的 极限 值 
引用 双 线 性 泛 范 
B(w,v) = » Í—(w,va)r-- < Uis, v Pox) + (ow,v), (4.52) 
KE fl, 
则 可 将 (4.50) 写成 
(4.53) 


B(un,v) = (fv) , vVvc5, 
Uair =g- 
338 41 si£ X f € L7(Q) ger), 离散 问题 (4.50) 存在 惟一 解 ur 
并 满足 
» [uajzl@ - n] da + lenll? < CNIP + lg} (4.54) 


p f£, 
其 中 [un] = uf 一 中 ， 堪 端 的 求 和 取 遍 fp 中 所 有 的 单元 边线 ， 
证 明 io Ens EEA RA, H olr, = 0. 先 证 明 如 下 恒等式 ， 


B(v,v) 一 57 [Pin ae (av, v) 
-5] ein. Bas. 


EKEN, E, h Green 公式 可 得 


f vvodzay = J (v*Y^n . fida, 
K 2 Jak = 


35 (7 (v vs) « 9, Tax) 


KER 


-1 - +y. Vv*n- 
-3 >》 { he Yn Bde 2] own Bas} 


bbb 


73 Ly 人 /on Pn- gf (v* n pds 


PN 


(4.55) 


于 是 有 
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注意 到 
- (vtn. 8ds = (v^ *n- fds 
Èl B tT PEN 7 
SAT 
T. 
和 


Y/ v v'n.Bds—- 一 Di vu n. fds 
Ken, ORK- Ken, "89K. 


- 十 . d 
+ 人 v v^n- pds, 
由 (4.52) 和 上 式 可 得 


+ 人 v vn. flds + (avv) 
-1 vl?in - a-l v Yn. s T (cv,v 
=3 È JHP- pt ; [. he ire (o 


即 证 恒等式 (4.55). 
在 (4.53) rU v = un, 利用 恒等式 (4.55) 和 Schwarz 不 等 式 ， 我 们 得 到 


1 1 
5 2: fin- Bids + us) ~ 3 sn: Bl 
= (un) € (n, ta) + CHAIP. 
由 此 引 理 便 得 证 . 
对 于 fs 上 的 分 片 光滑 函数 v, 定义 如 下 范 数 


lella = [nra » tlvai + È f P8 -n J ， (4.56) 
KE f), s *8 

定理 4.3 it ufus 分别 是 问题 (4.48) 和 (4.50) 的 解 . Bit uc H'(Q), r7» 
1, 8| h A ep E dec FETARE 


lea — ulla < Ch"? julle . (4.57) 
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定理 4.3 的 证 明 见 [37]. 起 先 ， P. Lesaint 和 P. A. Raviart 在 文献 [35] 中 对 上 
述 间断 有 限 元 法 进行 过 理论 分 析 . 其 后 ， 文 献 [36] 和 [37] 改进 了 [35] 中 的 理论 结 
果 ， 使 收敛 速度 估计 提高 半 阶 (关于 网 格 参数 h). 文献 [38] 研究 过 非 线性 渴 度 传输 
方程 的 间断 有 限 元 法 ， 证 明了 近似 解 在 L- 范 数 (1 < p < +oo) 意义 下 的 稳定 性 . 
文献 [52] 将 间断 有 限 元 法 应 用 到 Tricomi 问题 . 


一 阶 双 曲 和 非 线 性 守恒 方程 

先 考 虚 如 下 一 阶 线性 双 曲 方程 式 的 初 值 问题 : 
ðu ðu 
a a T a > 0 常数 ,t>0, (4.58) 
u(z,0)—-w(z), | -o«z«o. 


KE h> 0, iB aj = jh , j4 = sitim, Ij = [epz] BEART. H 
JE BA BE AB S E Eoo a RI 


Va = (v € (R) : 在 每 个 单元 15 E v 是 次 数 不 超 过 
的 多 项 式 }. 


EK G E, MA v € V, 与 方程 (4.58) 两 端 作 内 积 乘 ， 利 用 分 部 积分 公 


式 ， 可 得 
/ Gods af u2? da 
I I; 9T (4.59) 


-a[u(z; 1)v(;.1) — w(zj.1)v(2,.1)) ^ 0, 


此 式 将 是 建立 间断 有 限 元 法 的 出 发 点 .然而 ， 由 于 函数 以 试探 函数 ) 和 v( 检 验 函 
B) 在 的 端点 miii 处 是 间断 的 ， 因 此 (4.59) 式 中 的 函数 值 (eja) (75.1) 必 
需 加 以 说 明 、 进 一 步 规定 . 
用 wu, wy, 表示 通 数 w(z) 在 节点 rir 的 左 极限 值 和 右 极限 值 ， 以 下 ， 
对 于 公式 (4.59) 中 出 现 的 端点 函数 值 作 如 下 规定 ， 
1. FAR v, v(e) ERA v 在 I; 内 侧 的 极限 值 ， 即 ole 
v(2,,3) = Vip . 
2. 对 于 函数 ,基于 特征 线 的 走向 ， 规 定 u(z;. 1) = DET u(z; 1) = wha 
将 V, 中 函数 限制 在 1; 上 构成 一 个 局 部 空间 ， 记 为 VWa). 其 维 数 是 ~ 二 1 ， 
适当 选取 V5) BERR (05:(2)) L5 ,并 设 
rtl 
un(z,t) =D U;(t)ójs(z), 2ER, 
i=l 


)2vit,, 


1 
2 J73 


(4.60) 
U; = (Uja, Ujz, s Uje) 
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用 表示 式 (4.60) 取代 (4.59) 中 的 函数 ua ,并 依次 地 取 o HEAR 65:1 C7), djale), 
… ,由 .e+1(z) , 则 可 推导 出 如 下 块 状 的 一 阶 线性 常 微分 方程 
Ti L AAU — BU;) =0 (4.61) 
其 中 M,A, B 为 (r+1)x (r+1) BER, M 是 非 奇异 的 (质量 矩阵 ), 故 M 存在 . 
半 离 散 问 题 (4.61), 可 以 通过 进一步 差分 逼近 得 到 全 离散 格式 .作为 特例 ， 考 
察 + =0 的 简单 情形 ， 即 空间 你 是 由 分 段 常数 构成 的 函数 空间 ， 此 时 (4.59) 式 左 
端 第 2 项 为 零 ， 而 (4.61) WA 
= 一 z (Ua -U;)-0. 
dy, UPT- Ur 
车 将 其 中 关于 t 的 导数 项 用 向 前 差 商 近似 ， ~ 二 -过 ,那么 得 到 大 家 所 的 
悉 的 关于 方程 (4.58) 的 迎风 差分 格式 
Unt. pr 
了 (UF - U?) = 0. (4.62) 
下 面 再 来 讨论 间断 Galerkin 有 限 元 法 对 于 非 线 性 双 曲 守恒 律 的 推广 . 
考虑 如 下 一 维 非 线性 守 便 律 的 初 值 问题 : 


ou 2f) y —oco«m«oo ，t>0， 
Ot ðr (4.63) 


u(z,0) = u(r}. 


如 前 ， 取 定 节点 syg = 3739. aj = jh, D = (nj pony a] 代表 单元 
Vn 仍然 表示 由 次 数 <r 的 分 段 多 项 式 椅 成 的 有 限 元 空间 ， 这里， 目前 是 寻求 向 题 
(4.63) 的 近似 解 us(z, 妨 ,对 每 个 固定 t， ualet) € 诉 .首先 定义 初 值 wn(z,0) ,一 个 
合理 的 选取 是 将 wi (7,0) 定义 为 函数 a) 在 空间 Vs 上 的 L? 投影 ， 此 时 uale, 0) 
TE l = (2, 4,2,,1) 上 可 由 下 式 局 部 地 定义 


f urls, Our le) dz = f uP(zjun{zr)dr , V vy € Vall) . (4.64) 


3 t0, HAEE ualr t) , 类似 于 先前 的 作法 将 从 如 下 积分 方程 出 发 去 
建立 求解 的 计算 格式 ， 


f B o da 一 Í flun) (Ur}a dz 


(4.65) 


TE 
一 一 0, 


+flun) th 


Yup E Valli) . 
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在 方程 (4.65) 中 ， 右 端 两 项 属于 在 单元 二 内 的 积分 ， 鞭 含义 是 确定 的 ， 可 以 
准确 地 或 者 借助 数值 积分 公式 计算 它们 . 但 是 ， 此 方程 中 的 另外 一 项 ， 由 于 消 数 
un 和 va 在 端点 ojaa 处 的 间断 性 ， 所 以 它们 在 端点 处 如 何 取 值 是 需要 进一步 确定 
的 . 这 里 ， 称 f(un(. 0) 为 数值 流通 量 ， 

在 [41][42](B.Kockburn & C.W.Shu, 1989) 中 ， 借 助 积分 方程 (4.65), 融入 高 分 
辩 率 有 限 差 分 法 和 有 限 体积 法 中 如 数值 流动 其 、 Riemann 解 、TVD 和 限制 器 的 思 
想 、 和 概念， 提出 了 求解 非 线性 双 曲 方程 的 一 些 新 颖 的 计算 格式 ,将 间断 有 限 元 法 成 
功 地 应 用 到 非 线性 双 曲 守恒 方程 的 求解 问题 . 

关于 积分 方程 (4.65) 中 边界 值 那 一 项 的 明确 定义 ， 其 中 lt) XR RE, 所 
以 va (252450) HUM va 在 五 内 侧 的 极限 值 , 剩 下 只 需 给 出 数值 流通 量 Penn) lena, 
的 定义 即 可 ， 借 助 高 分 辩 率 差分 格式 的 数值 流通 量 的 形式 ， 可 定义 


fuy),4) = Fus (25, hut Ea) (4.06) 
其 中 
up (z;43)= lim wr), ^ uj(z;,)— lim wale). 
THEE 2*5 
类 似 地 ， . . 
F(ux)(2,-.1) = f(ux (253), tk (9, -1)). (4.67) 


这 样 一 来 ， 只 要 给 定 函数 fla, b) : R* R, 由 方程 (4.65) 重 可 确定 方程 (4.63) 的 一 
个 半 离 散 近 似 ， 由 此 和 由 (4.64) 给 出 的 初 信 便 可 确定 ar(z 昌 ,上 > 0 称 flab) 为 
数值 流通 量 函 数 . 

最 后 给 出 几 个 常用 的 数值 流通 基 函 数 . 


(1) Lax-Friedrichs 型 ， 


PF (a,b) = Ila) + FO) - Cle- a), 
HOR 


(4.68) 


= max 
inf uP (x) &acsup ut{r) 


(2) Engquist-Osher 8. 
= b G 
f (a, b) -f min( f'(s),0) dt f max( f'(s),0) ds + f(0) . (4.60) 
D 0 
(3) Godunov i. 


min f(u), a&b, 
f"(a,b) — d ue (4.70) 
max, fu) , ob. 


90 FE — Erül a; FRI PX Zr RETREAT RICE 


至 此 完成 了 问题 (4.63) 的 间断 Galerkin 空间 离散 化 ， 类 似 于 前 面 讨论 过 的 线 
TERRIER (J(u) = —au), 借 其 空间 Vai) ÆR (4.65) 写成 常 微 分 方程 组 的 
FX. ROPROBÓBEE M 是 一 个 低 阶 的 非 奇异 矩阵 ， 道 矩阵 MOI 可 通过 符号 运算 
或 手 算 求 出 ， 最 后 所 得 常 微分 方程 组 可 表示 为 

| Er = L&(U,), t0, (4.71) 
Us (x,0) = Poul (z) € Vh, 


A Py 表示 在 子 空间 Sn 上 的 L*- 投影 算 子 ，Ln (04) 是 间断 Galerkin 空间 离散 中 
对 于 —8.f(u) 所 生成 的 一 个 通 近 . 
关于 半 离 散 问题 (4.71) 的 求解 ，[41] 和 [42] 中 建议 采用 如 下 k- 级 显 型 Runge- 
Kutta 方法 ， 其 计算 步骤 与 公式 为 ， 
1. 今 uo 一 ut; 
2. XJ i2 1,2, ,k, 有 
1—1 
uf? = Mead? T Ba/tb, (u; 
[E 
3. 4 up! = (P, 
其 中 au, Ba 为 非 负 系数 . 这 种 方法 属于 向 前 Euler 方法 的 凸 组 合 . 通过 对 于 线性 
模型 f(u) = cu 的 分 析 ， 可 以 得 到 上 述 全 离散 格式 的 Von Neumann 条 件 (L2 稳定 
的 必要 条 件 ) 是 ， 


At 1 
CFL 
lel Ar 一 CFL 2k —1 


XIF k250 k= 3 情形 上 述 Runge-Kutta 方法 的 系数 分 别 为 ， 


1 
(au) = t | ; (Bu) = 
2 2 


(au) = 


wlebi e 
ec e| 


gel t2 


它们 分 别 属 于 二 阶 和 三 阶 精度 显 型 格式 . 
对 于 非 线性 守恒 律 的 间断 解 (如 激 波 ) 的 计算 ， 实 践 表明 ， 在 计算 格式 中 引入 
坡度 限制 器 对 加 强 稳定 性 、 控 制 伪 振 葛 有 很 好 的 效果 ， 下 面 介绍 一 下 坡度 限制 器 
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AIL, 的 具体 作法 ， 今 us = Allavs, 对 于 分 段 线性 函数 vr: 
vpj = 9; + (£ — sy) Vo, 


Jer v; 代表 vi 在 五 = [zj-31%;43] 上 的 平均 值 . van Lee 在 其 MUSCL 格式 中 
引入 了 如 下 坡度 限制 器 


- Vjji-—9; V; —U; 1 
ugly = 9; + (z — z;)m (v.s M, i) ， (4.72) 
j 3 


其 中 A; = zj43 27; 4, minmode 函数 m 定义 为 


S min jan), 当 oal,eaa,eas 同 符号 ， 
m(a1,02,03) = nc (4.73) 


0, FW, 


其 中 S = sign(o1) = sign(Q2) = sign(os). AH, Osher"! 给 出 了 如 下 修正 的 坡度 限 
制 器 AIL, 即今 


- Ujp] — Uj Uj — Uj—1 
unl — 9; + (r— z;)m (ves: E z EN ) 
j j 


此 式 又 可 改写 为 : 


Up jp =T + m(v;, — Üj, Uji — 9j, 0; — Vj 1), (4.74) 


M = 7; - m(v; -vj pta 一 74, Uj — 1). (4.75) 


IFARA 加, vl 为 函数 vs. 在 分 段 线性 函数 空间 上 的 L? 投影 ， 那 么 
EKE I; 上 这 样 来 定义 ur = AlIsvs: 

(1) 利用 (4.74) 和 (4.75) HERE ug, 和 

(2) WR Vt H n = via Wi ual = vul; 

(3) 否则 ， 令 如 = ATG (vj). 

上 述 限 制 器 是 利用 局 部 平均 总 变 差 来 设计 的 ， 称 作 TVD 型 限制 器 ， 它 在 远离 
极 值 点 的 地 方 能 保持 近似 解 vn 的 原始 精度 ， 但 是 在 极 慎 点 (vn 的 一 阶 导数 为 零 的 
A) 附近 会 失去 精度 ， 为 了 某 种 程度 上 弥补 这 一 缺陷 ， 文 献 [51] 建议 采用 一 种 修正 
的 minmode 函数 元 代替 一 般 坡 度 限 制 器 中 的 函数 m, 即 


a, EI < MA}, 


mla, A2, 03) 一 
mí(o,, 位 2) az), 和 否则， 


其 中 M 是 函数 vy, 于 局 部 极 值 点 处 的 二 阶 导数 的 上 界 ， 


第 五 章 谱 与 拟 谱 方法 


谱 与 拟 谱 方法 是 以 三 角 多 项 式 (或 其 他 正 交 多 项 式 ) WEEKK Galerkin 方法 
或 配置 法 . 这 一 历史 修 久 的 数值 解法 ， 在 快速 Fourier 变换 出 现 (1965) 之 后 获得 迅 
速 的 发 展 , 成 为 近似 求解 偏 微分 方程 的 重要 方法 之 一 谱 方 法 的 最 大 魅力 是 它 具 有 
所 谓 “ 无 穷 阶 ”的 收敛 性 ， 即 如 果 原 方程 的 解 无 限 光 滑 ， 那 么 用 适当 的 谱 方 法 求 
得 的 近似 解 将 以 NCC. 的 任意 次 者 速度 允 伍 于 精确 解 ， 这 里 N 是 所 选取 的 基 葡 数 
的 个 数 .此 方法 已 广泛 应 用 于 物理 、 力 学 、 大 气 、 海 洋 等 领域 的 科学 计算 ， 其 数值 
分 析 理 论 也 基本 上 趋 于 完善 (参看 [60] 、[61]). 在 本 章 中 ， 85.1 介绍 投影 与 插值 算 
子 及 其 遂 近 性 质 ， 这 是 谱 与 拟 谱 方法 的 基础 55.2 以 热传导 方程 的 初 边 值 问题 为 
例 ， 介 绍 谱 与 拟 谱 方法 及 其 理论 误差 估计 ， 85.3 介绍 谱 ( 拟 谱 ) 方法 对 两 个 一 阶 仿 
微 何 题 的 应 用 ;，85.4 介绍 离散 Fourier 变换 的 快速 算法 . 


85.1 SUC 5B TET TDELTENIR 


Fourier( 三 角 多 项 式 ) 通 近 
设 Sw —span[e'*", -N <k « N - 1, i= V/—1. 则 Sw HKE < N 的 三 角 多 
有 其 维 数 是 2N. 用 Z2(0,2r) 表示 由 2r- 周期 函数 构成 的 复 
空间 ， 其 中 内 积 和 范 数 为 


2T 
(u,v) — f u(z)v(z)dz, Vu,v € L2(0, 27), 
0 
lell = (es ae 本、 
对 任意 u € L2(0,22), 存在 Pyu € Su 使 得 
| (Puu, v) = (u,v), Yv E SN, (5.1) 
称 Pyu 为 u 的 Fourier 投影 HT Pw: L2(0, 27) — SN 称 为 Fourier 投影 算 
十 oo 

子 . 由 函数 系 [ei*z] 的 正 交 性 : (ehe, ei) 一 kk, 如 果 u = »» üsók(z), pil 


此 一 一 co 
N-1 


Pyu- M üéu(z), 其 中 grla) = e^, 这 表明 Fourier 投影 Puu 实际 上 就 是 u 
kz-—-N 
的 Fourier 展开 的 截断 ， 


在 讨论 Fourier 投影 的 逼近 性 质 之 前 ， 需 要 介绍 一 下 关于 周期 函数 Sobolev Zi 
间 中 范 数 的 两 种 定义 及 其 等 价 性 . 对 非 负 整数 m, 记号 H7(0, 2) 代表 无 穷 次 可 微 
2r 周期 函数 类 C>(0,27) 按 H7 (0,20) 的 范 数 完备 化 所 得 到 的 函数 空间 ， 显 然 它 


85.1 HR E808 TET IER 93 


是 H"(0,2«) 的 子 空间 ， 对 于 u € H7' (0,27), CE Sobolev 空间 H'"(0,2«) 中 的 范 
数 为 ， 
| m 2 (a ja | 
lell erm (0,27) = lu (a) dz? , 
Hm (0,20) 到 
FHER u H k ROIR 
此 外 ， 利 用 u 的 Fourier 系数 {8a} 又 可 引进 如 下 范 数 (应 用 更 加 方便 的 一 种 ): 


十 oo j 
full = { » ae nose] (5.3) 


而 一 一 oo 


(5.2) 


由 于 (e^)! = ikete, 并 注意 到 
LIRR” « [en < (L+ |)", v 整数 天 天 0， 
不 难 证 明 ， 存 在 不 依赖 于 u 的 正常 数 Ci 和 C2, 使 得 
C. lllarsto) lille < Callella toan (54) 


这 表明 范 数 | hos 和 [I rm o, 22) 在 Hz (0,20) 中 是 等 价 的 .利用 (5.3), 对 于 一 般 
的 实数 o 0, 可 定义 空间 H$(0, 27), 其 中 的 范 数 和 半 范 数 分 别 地 定义 为 


Ton i 
i,- ( 5 c+ yaa) ， 


unns ， (5.5) 
十 co z 
jula = ( »» ivi) : 
上 一 一 ce 
十 oo 
对 于 we H1(02x) H du/dz = 》 ikü,e^", 可 见 d/dz 和 Pw 是 可 交换 
天 一 一 oo 
的 ， 即 有 4 4 
u 
E (Pyu) = Py ($5. (5.6) 
定理 5.1 HEED uoa, 存在 常数 CC 使 得 
|u — Pull; < CNA lujo, Vu € Hz(0,2). (5.7) 


证 明 设 0<y<o, 则 有 


lu — Peu = ^ (1+ Ik/)^|at 
|k|z vw 
« 2H Y jk pn 7206072) i]? « 2P NZH) uL. 
[ki 
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引 理 5.1 ”( 衣 不 等 式 ) 对 任意 0<jy<<v, 有 


LZ < N" Elvy |u Vuw € Sw. (5.8) 


它 的 证 明 与 定理 5.1 类 似 . 根据 引 理 5.1, 也 有 lol, € CN owl. Yon € 
Sw. 

骨 来 讨论 Fourier 手 值 算 子 . 

设 zj = jh, j=0,1, +: ,2N—1, h= x/N, 对 于 ue Co([0,27]), 如 果 Inu € Sw 
满足 

Iyu(r;)- u(z;j, j20.1,-...2N 一 1， (5.9) 

则 称 它 为 u 的 Fourier ff, Iw: C?([0,2x]) — Sw PRH Fourier ERT. 

引进 如 下 离散 内 积 与 范 数 


PE 
(uv) =R u(xj yv(z), h= 一 一 
pres iN (5.10) 
llla = (u, "n 
不 难 验证 Fourier 插值 算 子 的 下 列 性 质 : 
N-1 
(G) wu V^ urds(z), WE = (u, r)a; (5.11) 
k——M 
(ii) Iyo = v, Vv € Sy; 
N-—1 — 
(ii) (Inu, inw) = (uw), = Y Ups (5.12) 
k=-N 
(iv) |£ (um) < [Iul] roe | Eel. (5.13) 
JC), ME DIE (aliasing) 公式 
十 oo 
Uy = k + > tj2N -NEXkXN-L (5.14) 


j=- 


(以 上 内 容 可 参看 [61], 第 三 章 )、 1 
定理 52 设 0<1<m m». MEE uE HPO, 2r), 存在 与 和 入 
无 关 的 常数 :C tit ST m, 使 得 


ju — Zu]; € CN 7"? ujm. (5.15) 
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+ 
证 明 设 xwz) = Y. ir, 由 混 渤 公式 可 知 


Iyu(z =} ipet? 十 »» E 2, Lee] e 
{I<N Ik|<N V == 
PATE 
u(z) 一 Iyu(z = 》, üg ei^" 一 5 (E Sn e” 
ENS |e|&N |== 
和 
u(x) ~ Iwu(z)là < $7 Qd KP [2] 
jkl 
? (5.16) 
$ (十 做人 X ak+asaw| - 


axes 


TIER 
XT (5.16) 右 端的 第 一 项 ， 易 知 


DO (G+) li «cv N^ (+ hm? 
|el2N jk >N 
< CN?ü-m) »» lkl?” tg]? 
kN 


< CN? mug. 


下 面 来 估计 (5.16) 右 端 的 第 二 项 首先， 由 Cauchy 不 等 式 


十 oo 
M het2oN 


s=- 
#9 


< | Las eene 


s= 0o 


Ton 
| Y+ catre] 


s=- 


sa 


注意 , M k| € N A s> OE, BÀ k+2sN > (25 — D)N, 故 知 (1 -- |k - 28N2)7 < 
(i+ (2a — 1)8)*)7 < ((2s — 1)N)7?P, 于 是 有 

oo Tes 
》 A [ke 2sN[7) < N7? S" (25 — 1)7?m, 


号 一 二 al 
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+o 
已 知 ， 当 m > LH, Y (2s 1)77" 为 收敛 级 数 ， 它 是 一 个 常数 . FA ESNA 
s < 0 的 情形 进行 类 似 的 讨论 ， 即 可 证 明 ， 


Too 
3, (L+ |k +2sN P)" < CN. 


a=- 


m 
这 样 一 来 ， 可 以 得 到 
2 


3 (二 


Tox 
> Ük+2sN 
m2 po. 


#0 
. Ton 
< oN m Y^. V^ Gk -28N D) [às ios 


RIEN coe 


Too 
< CN?) bD >». [k + 2&N [?^&, 1o, |? 
KIEN sorum 
< CN?1 TR 
WERI (5.16) 右 端 第 二 项 的 估计 式 . ZE, EA 5.2 证 毕 . 
Chebyshev 条 项 式 通 近 
作为 Fourier( 三 角 多 项 式 ) 远近 的 一 个 重要 补充 ， 下 面 介 绍 Chebyshev 多 项 式 
通 近 ， 它 对 于 求解 非 周期 边 值 问题 有 特殊 的 用 途 , 
Chebyshev (第 一 类 ) 多 项 式 为 


T(z) = cos(karccos tz), ^—-1x-z€1 
(5.17) 


k=0,1,.... 
这 里 ， Ttz) =1 (rz) = », To(m) = 22 一 1,… :利用 变换 = = cos 6 和 公式 
cos(k + 1)0 + cos(k — 1)8 = 2cos 6 cos kð 
可 得 如 下 递 推 关 系 式 
人 Hi(z) = 277(z) Th i(, &—12,-. 


EA, {Th(2)} ERKA [71,1] 上 以 u(z) = (1— 27)-5 为 权 的 正 交 函数 系 ， 事 
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ZE, #8 r= cos, WMA 


f. 了 5(2) TT (s) T ud JE 


Yva e 


奇数 时 ， Telr) ERAR. ASh Thie) 具有 了 以 下 常用 性 质 : 
[Tx{2)| £1, æ € [-1,1], 
T(t1)=(+t1j*， 3 kolH, 
IT, (z)| € k?, z € [-1,1l, 
T, (41) = (£1)58*, 
并 有 表达 式 
T.) = i DE C cam (2z) 7, koi 
讨论 Chebyshev ME, m6 5E BUTEAXI Sobolev 空间 id Hz(-1,1)- 
HP) 为 以 w(x) = (1 一 22)- 344388 m Bt Sobolev 空间 ， 其 内 积 和 范 数 分 别 定义 
为 Tt 
( »V)muu = (X ) (£) z d , 
u Lje gjo"! (zko(z)da 


H 
julm, = Qua 


而 记 Le) 的 范 数 为 
i 
TERME ( J ltz)Pwtzjdz] ,1 <p < +o0. 
当 P= œ 时 ， 


[ell zz uy = ess Sup lu(z)]. 
可 以 证 有明， 五 站 (站 Hiübert 空间 ， 而 L(I), 1 € p< -oo,p z 2 Jy Banach 空 


A. 这 里 H = LA), {T(r 构成 空间 L 的 一 个 完备 的 正 交 基底 . 简 
记 OD 一 (5 Jo: i “ llo. 一 il t PE 
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设 w(x) € L2(I). ff] Chebyshev 展开 为 u = Y an) 其 中 六 = 
k-0 
2 (^ eeyns)u(z)da, co = 2 ck = 1 当 > 1. 不 难 证 明 
-1 


NEk 


eoo 
T A 
la) = 3 2 elakt. 
k=0 


N 
4 Pgufz)= ain), Bl Pou X u bi Chebyshev RANI N tikii. 设 Pu 代 
k=0 
表 所 有 次 数 < N 的 多 项 式 构 成 的 空间 ， 则 Pue Pn 满足 
(Piu, v), = (u, vja, Vv E Py. {5.18} 


换 句 话说 ，P8 AER u 在 Pw 上 按 LU 中 内 积 的 正 交 投影 ， 并 称 PR: 
L2(I)- Py 为 Chebyshev 185557 T. 

定理 5.3 ifue H7(I)mz20,P&u 7) u $$ Chebyshev Æ A át N Wr di Bf, 
则 

lu — Pull, € CN juil, (5.19) 

KXvTCE5NÉduXEXMT. 

证 明 “利用 变换 x = cos0, 并 令 u'(0) = u(cos0),0 < 0 < 2x, 则 可 在 LZ) 
和 Z2(0;,2r) 中 的 偶 实 函数 之 间 建 立 同 构 u e» ut, 此 同 构 还 可 扩展 到 Ho) 
"(0,27) Z. 由 于 E: = | — sin8| < 1, 所 以 有 


lu" zr to, 223 < Cul. (5.20) 
仍 用 Py 表示 Fourier 投影 算 子 ， 即 
十 co N-—1 
Py ( 5 se) 一 》 ipet, 

k- o6 k--N 

不 难看 出 : (Phe) = Pyu", Vue L(I). 那么 由 定理 5.1 和 (5.20) 可 得 
1 
lu — Pullo = yp — Pyu" |[rz(0,22) 
< CN ™hul|mw; 

定理 得 证 . 


上 面 利用 LOG) 与 周期 函数 空间 Lp(0, 27) 的 同 构 关系 得 Chebyshev 投影 误差 
的 LA- 范 数 估计 , 此 估计 与 Fourier 投影 的 误差 估计 是 同等 的 . 然而 对 于 u - Phu 
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的 HLG)- 范 数 估计 则 要 复杂 得 多 ， 结 果 ( 即 误差 阶 ) 也 不 如 Fourier 投影 的 相应 结 
果 好 . 这 里 ， 仅 引述 如 下 结果 (证 明和 进一步 讨论 见 [61]). 
定理 54 设 m>1,0<il<m, 则 对 任意 we 五 (了 I), 有 


. CN-5N?l-m^(ul, u, L21, 
ju — Pulls < 4 (5.21) 
CN*À-"lul|l,,, 0<1 <1， 


最 后 介绍 一 下 Chebyshev JABI. 

设 wz) € C*[-1,3]), Twwtz) 代表 以 zj = cos 77,3 — 01…，N 为 插值 节点 的 
N KEZDA, ME: Igul) = w(z;3 = 06,1,---,N. HET {u} 互 异 ， 故 
Bu 存在 并 且 惟 一 将 ISu(n) 表示 为 


N 
Igu(z) = V ETa) (5.22) 


k=0 


称 此 为 函数 ule) 的 N 次 Chebyshev 插值 多 项 式 ， 显 然 ， 
u(z;) = Sand 2) (5.23) 
k=0 


其 中 系数 (ug) SOR (u(2;)) 的 离散 Chebyshev 变换 . 
对 于 任意 u,v € C[7 1,1], 定义 离散 内 积 及 范 数 


N 
(u,v)u = er) (zw lul = (u, u) (5.24) 
k=0 
其 中 wo = T. 10j = 方 ,1<7SN 注意 ， EIB zj = cos T. Ru; (j =0,1, ,A) 
恰好 是 Gauss-Lobatto 求 积 公式 的 节点 和 和 权 系数 ， 该 求 积 公式 具有 性 质 ， 对 任意 
p(z) € Po, 


Yr =f p(z)u(z)da. (5.25) 
下 面 给 出 求 up 的 计算 公式 .由 (5.23) 有 
N 
D uw) To (25); = ELEn 2;)T.(z;)uj 
j=0 4-0 k=0 


N 
= üg 2 T3). (25)w "m 
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当 k 十 s 万 2N 一 1 时， 由 (5.25) 4 


STs))T, (zj)u ;=f T(z)T, (zw(x)dz 


j-0 


= gs f. T2(z)w(z)dz 
一 1 


N 

= ke 9 (Tele; w 
j-0 

= ÓksTk, 


而 当 二 8 二 2N 即 二 s= ft, 
3 TJ. (zj)w 232. Wj 二 TN. 
j=0 i 

这 样 一 来 ， 我 们 得 到 


tg = (u, Tk}y = 一 1 «snos (5.26) 
k i-o 


N 
EP re = OG). 
j=0 
(5.23) 和 (5.26) 给 出 了 (u(z,) Va 与 (5g 之 间 的 转换 关系 .此 外 ， 关 于 插 
值 系数 ug 亦 有 下 述 混 先 公式 
up did 32» (Ti, Tk) Ns. (5.27) 
5 ISN 
这 些 特征 都 与 Fourier 插值 的 情况 十 分 类 似 . 
XT Chebyshev 插值 的 误差 估计 有 如 下 结果 . 
定理 5.5 设 wue Hso(I),o > 1, 则 有 


lu — Pula < CN? Teles, OSLO. (5.28) 
作为 本 节 的 结 量 ， 介 绍 一 下 多 项 式 的 逆 不 等 式 . 
定理 5.6 对 任意 pE Ph, A 


n ; 
llállzsu 和 CR 人 ep， 8 18£p£g2£ +0 (5.29) 


lé loi < CN? lélzs 8 r>1,2<p<+%. (5.30) 
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85.2 谱 与 拟 谱 方法 


本 节 以 热传导 方程 的 初 边 值 问题 为 例 介绍 谱 与 拟 谱 方 法 , 包括 用 Chebyshev 配 
器 法 求解 非 周期 边 值 条 件 的 问题 ,这 些 方法 都 是 用 于 空间 变 最 的 离散 化 ， 即 构造 问 
题 的 半 离 租 近 似 ， 至 于 时 间 变 量 的 进一步 离散 化 可 沿用 第 二 章 已 介绍 的 方 浴 . 

Fourier-Galerkin 方法 (WHE) 

这 里 ， 考 虑 热传导 方程 的 周期 初 值 问题 ， 


ü;— asc f(zt) Oc«r«2m0ctzT, 
u(0,t) 2u(2m,))  0«t«7, (5.31) 
u(r,0) = u" (x), 0<2z<2r， 
其 中 f(.t,u'C) e L2(0,2). 由 第 一 章 定 理 1.1 可 知 , 34 v? € Hs(0,2x) 和 fe 
L*(0,T; H2(0,2«)) 时 ， 初 值 问题 (5.31) 存在 惟一 解 u(z. 2), 满足 
u € L*(0,T; H?'?(0,2z)), ue € L?(0, T; H2(0,27)). 


i$ Sy-Span(e** : -N « k « N — 1), 则 问题 (5.31) 的 Fourier-Galerkin 近似 
ADR uw{t) € Sy, 使 得 


| (unh — (un)es — f.) 20, Ve € Sw,0 < ES T, (5.32) 


un (0) = Pyu. 


N—1 


若 令 uw(z,t)- Y, Clt), 将 它 代入 (5.32) 并 取 v = e, H {e7} 的 正 


3 2 _f — 

Cy(1) + k'k) — fet) 20, üt zT, (5.33) 

C«(0) = (uf fy: -N«k«N-1 
TE-AM (OL) LE 为 未 知 函 数 的 一 阶 线性 常 微分 方程 组 , 其 中 fu (ORI Quy, 
分 别 为 fot) 和 wo(.) 的 Fourier 系数 ， 由 (5.33) 求 出 系数 {Clt hiy 后 ， 便 可 
得 到 问题 (5.31) 的 近 亿 解 uv (x, t). 

再 来 讨论 一 下 近似 解 un(e t) 与 问题 的 精确 解 efet) 之 间 的 误差 . 设 uw 一 

Pyu = 8,Puu — u = p, Vi] 0 满足 


(8, v) 十 (bz vy) 一 (ps 一 faz), Vv € Sy. (5.34) 
注意 到 o 和 pss S. 正 交 ， 故 上 式 右 端 为 零 ， 于 是 若 令 v = 8 可 得 


1d 2 
lett el = 
3 g lO + Iles COIP = 0, 
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再 由 两 端 对 t 积分 ， 则 得 
let + 2 f lé. (r)iier = H80). 
o 


由 于 0(0) = uw(0) ~ Pu? = 0, 上 式 表明 eE) = 0, 对 所 有 t>o 这 样 一 来 ， 由 
Puu 的 遂 近 性 质 有 


lux C£) — w(5) S lloc + NG) = 人 
= |u(t) - Peut) < CNP llu(t)llos- 


(5.35) 


此 式 给 出 了 Fourier-Galerkin 近似 解 按 I2(0, 27)- 范 数 的 误差 估计 . 

Fourier 配置 法 ( 氢 谱 方法 ) 

仍 以 问题 (5.31) 为 例 ， 在 区 间 [0,2"] 上 选取 节点 (配置 点 ) zi = jh = 0, 
1 ,2N - 1, Rh A Z. 那么 求解 (5.31) 的 Fourier 配置 法 为 求 uw (2) € Sv, 
使 得 


(5.36) 


(Cu )e 一 (uN)zz — f(z; t) = 0, <ta T, 
uy (25,0) - u(2;), j20,1,.-..,2N — 1, 


此 即 要 求 近似 解 usle, t) 在 各 个 配 图 点 处 满足 方程 和 初 值 条 件 ， 利 用 离散 内 积 
2N—1 


(nuja =h Y u(zj)w(zj) 
j-0 


定义 式 (5.36) 义 可 改写 为 


(Wn) — (uw)as — f,v)& 2 0, Vv € Sy, 0 «tX T, (5.37) 
ux (2,0) = Iyut (z). 
N-1 
若 令 unle,t)= JO üw.(t)e 7, 其 中 
k--N 
2N-1 
nalt) = (uv, e), = h M unden t)e 7, (5.38) 
j=0 
则 有 
N-1 
uy (2;, t) 一 >, UN, (£)ei**: (5.39) 
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和 

N-1 . 
- V Ky (tem. (5.40) 
k=-N 


(um )ez(z5,t) = 


将 ww 和 (ux )au 的 上 述 表 示 式 代入 (5.37), 可 得 


z az - ikry — 
| üy sit) + kity elt) — (fei) = 0, (541) 
üy (0) = (u)y, -NEEZN-I1 

关系 式 (5.38) 和 (5.39) 给 出 了 (uw (5, DRI 1( 物 理 向 量 ) 和 C (0) 
(频谱 向 量 ) 之 间 的 转换 公式 ，t 被 视 作 参数 .通常 称 (5.38) 为 离散 Fourier 变换 ， 
而 (5.39) 则 是 它 的 逆 变 换 ， 离散 变换 (5.38) 和 (5.39) 均 可 通过 快速 Fourier 算法 
(FFT) 实现 . 

比较 一 下 定义 式 (5.32) 和 (5.37), 可 以 看 出 ， 氢 说 方法 与 谱 方 法 的 不 同 之 处 就 
是 将 (5.32) 中 的 内 积 《(-,) 改 为 离散 内 积 Cs). 

从 定义 式 (5.37) 出 发 , 仿照 谱 方 法 的 论证 和 利用 Iin 算 子 的 性 质 ， 不 难 证 明 拟 
谱 近 似 解 uw(z,t) 满足 与 前 面 已 证 明和 的 Fourier-Galerkin 法 同等 的 误差 估计 式 ， 即 


lunga t) — wD < CN Het) (5.42) 


其 中 C R5 NA aX. 

Chebyshev 配置 法 

前 面 用 Fourier-Galerkin 法 和 Fourier 配置 法 构造 出 含 周 期 边 值 条 件 ， wz 十 
27,1) = u(z,t) 的 热传导 (抛物 方程 ) 问题 的 离散 近似 . 如 何 将 谱 ( 拟 谱 ) 方法 推广 ， 
使 之 适用 于 非 周期 边 值 条 件 问题 是 人 们 鼎 为 关注 的 一 个 研究 课题 . 

现在 考虑 如 下 形式 的 初 边 值 问题 : 


U;— Uu. = fiz, t) -—1«z«1, O<t<T, 
Bu=0, z—4i, 0<t<T, (5.43) 


u(z,0) = u^ (a), -1«zc«l 


其 中 Bu = 0 代表 在 区 间 [71,1] 端点 m = Xl 处 指定 的 边 值 条 件 (一 般 的 属于 非 周 
期 条 件 )， 作 为 特例 ， Bu = u 情形 为 Dirichlet 边 值 条 件 ， 而 情形 Bu = us 则 属 
Neumann 31 [E A. 


于 此 ， 在 区 间 [-1,1] 上 选择 配置 点 ，z; = cos T, = 0,1,… ,N， 这 是 以 
w(z)— —3 为 权 的 Gauss-Lobatto 求 积 公 式 中 的 节点 , 该 公式 中 的 权 系数 为 ， 
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wk = k=l Nol wo 一 ww = vus 然后 ， 按 配置 法 的 厌 理 定义 初 边 值 癌 
题 (5.43) 的 下 述 离 散 化 近似 ， 求 unl, t) € Pot € [0, T], 使 得 
((un)e — (unes — f)(2,t) = 0, 1zjzN-1, 
Bu(zj,t) — 0, j=0,1, (5.44) 
u(z,,0) 一 u (25), 1zjzN-1. 


N 
LITT CDEB SUETON 其 中 


k=0 
1 1 
ûn e(t) = 一 一 f uy (z, t) Ti (z)dz, (5.45) 
7TCk —1 


Ck —1, X k21, co—2. 
. N 
下 面 讨论 un(z, t) XE z 微 商 的 Chebyshev 展开 . 为 简化 记号 , 设 ule) = 》 aT (a), 


Fei 0 
则 wD (z) = u (2) = Y ario) ). Hu? (z) € Py, KTG u( (a) = Y an) 
kc k=0 
由 
2Tktz) = X praec. ET Te?) 
ap 


cai? = dj), + 2(5 + d+ O<k<N-1. 


Bap = 0 5 ko ON, 故 可 利用 上 式 以 递减 的 次 序 逐 个 算出 aS akara. 
一 般 地 ， 有 


cui = UA +2(k + RA 


特别 由 
aD. Y p -kya (5.46) 


p=hk+2 
ptk AAK 


可 得 二 阶 导数 Ha) 的 Chebyshev 展开 . 
将 wn(zj, 划 及 其 导数 的 展开 式 代入 (5.44), 则 得 关于 {ûnt ho 的 一 个 一 阶 
线性 常 微分 方程 组 ， 相 应 的 初 值 条 件 为 


ûn, (0) 一 (ua 人， 0sSkczN, 
N 


其 中 (ee 六 是 Iu? = 》 (uP)e T (a) 中 的 系数 . 当 解 此 初 值 问 题 求 出 Fn s (2) Ho 


k—0 


85.2 谱 与 拟 谱 方 法 t05 


N 
之 后 ， 再 用 道 变换 ux (25,0) = > ûnt) T. (c5) 即 可 得 所 需 的 近似 解 ， 于 此 可 以 借 


k=0 
助 类 似 于 离散 Fourier 变换 的 快速 算法 得 以 实现 . 
最 后 ， 仅 就 Bu = u B) Dirichlet 边 值 条 件 ，w( 寺 1, 二 0 的 情形 ， 讨 论 一 下 
Chebyshev 配置 法 近似 解 的 收 钱 性 和 误差 估计 . 
记 Xy = (u(z) € Pw;u( 填 1) = 0). 引用 前 节 中 定义 的 离散 内 积 : 
N 
(u, vN = D u(r;)(r;;, Yu, v € C[-1, 1], (5.47) 
k=0 


其 中 (25) 和 (w;) 是 Gauss-Lobatto 求 积 公式 的 节点 和 权 系 数 . 此 时 , 可 将 Cheby- 
shev 配置 法 的 离散 化 方程 写成 


(unje — (uN)zz — fvN=0, Vv € Xu, t>0, (5.48) 
(uy,v)N = (u,v)y, Vve€ Xw, t=0. (5.49) 


设 ule, t) 为 热传导 方程 Dirichlet 问题 的 真 解 ， 令 Ryu(,t) € Xv 是 由 下 式 所 
定义 的 uft) 的 “椭圆 投影 ”; 


((pru)s, V.) 一 — (urz v)N; YY c Xy. (5.50) 


由 于 对 任意 ue Xy, 


N 
(us Uz)N = 2 us(zj)us(r;)u; 


一 f (üs wde >0, Huzo 
-1 


因此 Ruul, t) € Xy 可 由 (5.50) 惟一 确定 , 并 且 有 理由 相信 Ruule, t) ERA ule, t) 
的 一 个 足够 好 的 近似 . SLE, 将 Rww(z,t) 作为 一 个 中 介 ， 考 虚 un 与 Ryu 之 间 的 
距离 即 gr = uy 一 Ryu € Xu. 显然 真 解 u(x,t) 满足 


(we — Urr 一 F: v)N = 0, Vv € Xy, (5.51) 
将 (5.48) 减 (5.51) 便 知 gx 满足 


(6x): — (BN)zz v) = —((Ryu — ujn v)u + ((t — u)es v) 
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在 圭 式 中 取 v = 8, 并 注意 到 
N 
(8n) 8N)N = — 9 EN)» (25, tOn (Ei, t)u; 


j-0 


= 一 f mette 
2 |, (Bw }2wdz 之 0, 
可 得 
lén Oll Eler 
< (lava — wry + (Rau — es lo 8 CO b 
消去 公共 因子 后 再 对 + 积分 ， 便 得 
les (Oll < lle (Ou 


+ Hora = dr Ma — eds 


其 中 
lên (Olly = Iu? — Ryu? x OHS 一旦 waal 


< C(IJ& — wu |l, + || Ru? — ls). 


(5.52) 


(5.53) 


由 前 节 定理 5.2 Am. Mut — ll < CN-7|ju9l,u, 34 u? € Hz(-1,1). 综合 以 上 分 
析 ， 只 要 对 于 椭 图 投影 的 误差 Ryuu 建立 必要 的 估计 , 将 其 代入 (5.52) 和 (5.53), 
再 对 un -u = On + (Ryu — u) 应 用 三 角 不 等 式 即 可 建立 近似 解 wx SAR u zE 


的 误差 估计 式 . 
$5.3 ”对 一 阶 偏 微 问题 的 应 用 
高 维 不 变 环 面 的 计算 


ik TP = (0 = (01,02,---,6,) : 9; € R(mod27)), 它 是 一 个 p ERM. 考虑 定义 


在 Tr 上 的 线性 偏 微分 方程 组 ; 
P OR; g 
2 O 55: + Do bal) Re = g:(0), 
了 一 1 此 三 1 


2 一 1,2,...,g, 8 € T?, 


(5.54) 
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其 中 Ji, bir, gi : T? -+ R 为 已 知 函 数 ， R= (Ri(8), Ra(8), -> , RQ())T : T? > Ra 
AVRESRORCRT ERG LEAKE TASA A BEI EE (62). AT, id 
f = (fi; fa, UU | fp). b= (bik)axa: g= (91:92; tt T 于 是 可 将 (5.54) 写成 


(f(0): VR -M9R - o. 
如 果 存 在 正常 数 6 0, 使 得 
( (10) - Scar) no) > om, 


(5.55) 
vg c R3, 0 €T”, 
则 称 方程 组 (5.54) 为 耗 散 型 
定理 5.75 ”假定 (5.54) 为 耗 散 型 ， 则 其 弱 解 存在 并 满足 
IROI < EO (5.56) 
这 里 ， 若 函数 R(9) e 52(T?, R9) 满足 
-(B, (f: V)v) + ((b — divf)R, v) = (g,v), - 


vv € H'(T?, Rì), 
则 称 R() 为 (5.54) HR- 
4 (62 和 | .| 代表 复 向 量 空间 Ct 中 的 内 积 和 相应 的 模 ，( 人 和 作 = D Em, 
后 | = (6,03. 对 于 函数 RV € I2(Te, CO, 定义 内 积 、 范 数 
(RV) = f due, vioae, IRI = 0,9. 
id k = (ki, ka- skp), kj € Z, (5,0) = k10, + kaba +- + kpo CARRA 
(2r) re, keZ, i= yT], (5.58) 
构成 空间 LTP, CO) 的 一 标准 正 交 基 ， 设 
Sy = span{{(2x) Pete, k € ZP, |ki| < N} 
和 算 子 Py 为 从 DTP, C) 到 Sw 的 投影 算 子 ， 划 


P.R()— $ AREA, Ak) EO, 
ke Z»,|k;| x N (5.59) 
f(k) = (2m)- 9/2 f R(8)e 9 qg, 
TP 
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|PwRI? = — M. — [RA (Parseval 等 式 ) 


keEZr,lks| SN 


IR- PnRl: < ON llRlls, VR € H*(T”, C). 


为 定义 Sw 上 的 插值 算 子 ， 用 如 下 均匀 网 格 的 节点 集 
TF = {(nih1, nphyp) : n; € Z(mod Mj), 
h= (hic hy), h; = a M = 2N; +1) 
代替 T?. FER Ru, Vw :了 8 2 C, 定义 离散 内 积 和 范 数 


(Ry, Vn)a = hiha > hp S (Ru (6), Ve (0), 


ecT? 


1 
lExl|le = (En. Rn)E- 


设 R(0): T? — C! 是 一 个 连续 函数 ， 它 在 Su. 上 的 插值 定义 为 


IyR(8)- (2m)? — V5 — fk)? *9 € Sy, 


REZP kj] « N 
Wk) = (27) "^ (R(0), e), 
也 就 是 说 ， 
(I&R)(0)— R(0), v0 € T?. 
SET Iw 具有 逼近 性 质 ， 当 s > P, 


|R- IN Rl; < CNIR] a, YR € HTP, C"). 


(5.60) 


(5.61) 


(5.62) 


(5.63) 


(5.64) 


(5.65) 


容易 看 出 ， 这 里 介绍 的 投影 和 揪 值 算 子 是 85.1 中 所 讨论 的 一 维 情形 的 自然 扒 


r. 
偏 微分 方程 组 (5.54) 的 谱 近 似 为 ， 求 Rala) € Sw, 使 得 


((f - Vu, Vn) + (Rw, Vn) = (9, VN), 
VVy € Sy. 
利用 投影 算 子 Pr, (5.66) 又 可 写成 


Py(f - Vy + PubRy = Pyg. 


(5.68) 


(5.67) 


$5.3 对 一 阶 偏 微 问 题 的 应 用 109 


关于 (5.54) 的 拟 谱 近似 的 构造 会 因 变 分 形式 的 差别 有 所 不 同 . 这 里 , 我们 建立 
(5.54) 的 如 下 拟 谱 近似 ， 求 Ru(0) € Su, 使 得 


LE- VR, Vieja — (Bu (F + TV) 
十 (他 一 (div fI) Res, Vy), = (9, Vu)n. (5.68) 


VVy € Sy. 


E Sw JARED, ATLA (5.67) 和 (5.68) 都 可 以 写成 线性 代数 方程 组 的 形 

定理 5.859! 假定 方程 组 (5.54) 满足 条 件 (5.55), 且 其 解 RO) c H*(T?, R3), 

财 此 方程 组 的 谱 与 拟 谱 近 似 即 方程 【5.67) 和 (5.68) A TR — 8E, iiA Ry (0), 
THA 1 

I RNC) < gs (5.69) 


和 
| Rx (8) — ROO S C(8, g, BN tHig, s 20. (5.70) 


{在 拟 谱 方法 情形 ， (5.69) 和 (5.70) 中 的 范 数 ‖ :二 应 改 为 LL lla). 
文献 [59] 中 给 出 一 个 简单 算 例 : 


— cos; 9E 一 siny? E + bR = sin? y, 
öx Oy {5.71) 


z,y € [0, 27], 


其 中 8 > 0 是 一 个 参数 . 当 b> 工时 ， (5.11) 属于 耗 散 型 . 在 8= 1 情形 ， {5.71) 
的 解 R(z,y) YE y — 0, 2r 附近 的 y 方 向 有 剧烈 变化 . 
非 线 性 守恒 方程 的 谱 近 似 
考虑 如 下 无 番 性 项 的 Buger 方程 的 周期 边 值 问题 ， 
D " 2 (3.0) -0, £20, 
u(z,0) = ufs + 27,0). 


(5.72) 


此 方程 的 特性 在 于 其 解 可 能 发 生 强 间 浙 ( 激 波 解 ), 通常 要 讨论 它 的 弱 解 ， 即 在 间断 
线 上 满足 某 类 间断 条 件 的 分 片 光 滑 解 ， 另外， 此 种 弱 解 也 是 不 惟一 的 ， 因 此， 在 寻 
求 此 方程 具有 物理 意义 的 解 (又 称 物理 解 或 箭 解 ) 时 ， 增 加 一 种 称 为 “ 炉 条 件 ” 的 
附加 要 求 ， 粗 略 的 讲 就 是 要 求解 ule, t) XE — XE BOX. (^ distribution") 下 满足 


x (75:8) " 2 c « 0. (5.73) 
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当选 定 有 限 维 空间 Sw (UL 85.1), 求解 方程 (5.72) BOTHE ERROR unl, t) € Su, 
满足 方程 
Au. t)- 2 (Seve, )) —0, t» 0, (5.74) 
以 及 初 值 条 件 
ux(z, 0) = Pyu(z,0). 
用 wn F (5.74) 并 对 xz 从 0 到 2x 作 积 分 ， 可 得 


2r 2x 
T3 wal, tde +f uir.) (phle 9) dz =0. 
根据 un(e, t) 的 周期 性 ， 上 式 右 端 第 二 项 为 零 ， 于 是 有 
2x 2T 2r 
Í ux (2, t)dz = f u^(z,0)dz < f u? (z,0)dz. (5.75) 


由 此 估计 式 ， 存 在 ule,t) = w lim uw, t), JEH (ost) 是 (5.72) 的 一 个 弱 解 . 但 
是 Ue, t) 并 非 满足 (5.73) ftri 

在 [57] (Y. Maday t E. Tadmor, 1989) 中 ， 借 助 处 性 消失 法 的 思想 建立 了 求解 
非 线性 守信 方程 (5.72) 的 一 种 谱 和 拟 谱 离 散 遂 近 . 为 表述 的 方便 , 引进 算 子 An GR 
TET): 


N 十 oo 
Awu(z,t) = M b a(k + j(2N + 1)) | ei. (5.76) 


k—--N |i 
j 


由 $5.1 中 公式 (5.14) Ah In = Pu t An, Pw 和 Iw 分 别 为 Sw ERR ERT 
HRT. WR, 令 Ly = Prvr+a4nw 则 Tvw=Pr 当 a=0Lnw=Tw 当 a=1. 
文献 [57] 中 对 于 方程 (5.72) 的 半 离 散 道 近 为 


Ž unns 十 x (ze ) = 2: (ex * a uns o). (5.77) 
Em RE RR MAE, HH Fourier 系数 此 项 可 表示 为 
-e V^ EQ(k)yü(k, t), (5.78) 
[kN 


(k) = 0, 当 |k| < m; 


} 


Q 
0 < QE) X1, Hms Ik| X 2m; (5.79) 
Q 


(k) = 1, 22m < |k| € N. 


85.4 离散 Fourier 变换 的 快速 算法 | 111 


也 就 是 说 ， 黏 性 算 子 Qu 仅仅 作用 于 un (2, t) 的 高 频 部 分 . 
进一步 假设 : 
(1) 存在 常数 C 使 得 


IO- Qu CM: € Clogm; (5.80) 


Q2) luxC.O)ze € Y7 fa(k,0)| x C, (5.81) 
IBN 
则 有 如 下 理论 分 析 结 果 . 
定理 5.957] Fi (a= 0) dodici (a — 1) It 4a (5.77), 如 果 其 中 参数 (e, m) 
如 此 选择 ， 


e= e(m) a——[ 
m? |T- Qvllzi' 


m — m(N) ~ CNP, 0 B < 


则 uniz, t) 几乎 处 处 ， 有 和 界 地 收 全 到 方程 (5.72) MR RE. 

文献 [57] 未 讨论 半 离 散 方 程 (5.77) 的 时 间 离 散 化 问题 ， 仅 建议 采用 Runge- 
Kutta 方法 计算 (5.77) 的 解 , 给 出 了 无 条 性 项 格式 (5.74) 与 带 香 性 项 格式 (5.77) 的 
算 例 ， 对 于 两 种 格式 的 计算 结果 进行 了 比较 . 
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在 前 面 一 节 介绍 的 谱 与 拟 谱 方法 中 ， 为 了 计算 近似 解 ww 必需 实现 离散 数据 
[un (2) 2N5 Qo EL 5 (Fav us ly (频谱 向 量 ) 之 各 的 相互 转换 ， 上述 转换 
的 计算 量 非 常 大 ， 每 实现 一 mp O(N?) 次 复数 乘法 运算 .1965 
Æ, Cooley 和 Tukey 提出 了 一 种 处 理 离 散 Fourier 变换 (DFT) 的 快速 算法 ， 它 使 
计算 DFT 的 工作 量 由 原来 的 ON?) 降 为 O(N log; N), 为 谱 与 拟 谱 方法 的 推广 、 
应 用 创造 了 条 件 ， 此 和 外， DFT 快速 算法 还 在 数字 与 图 像 处 理 、 油 波 技术 等 领域 被 
广泛 应 用 . 

本 节 首 先 讨 论 如 下 离散 Fourier 变换 芍 计 算 问 题 ;给 定 实 的 或 复 的 数列 CA Hg, 
要 计算 x 

X; = Y Aye TIKEN $—0,1,.., N 1, i= Vl, (5.82) 
k=0 
称 数 列 GES 为 数列 {AH o 的 高 散 Fourier 变换 ， 直接 按 上 述 表 达 式 计算 
UGYLo! 需 做 E 次 复数 乘法 运算 . 如 果 考 虑 到 ww = eN 的 周期 性 ，(ww)7 = 1, 
当 J 为 N 的 整数 倍 ， 并 采用 一 种 逐次 分 半 的 递 推 工法 ， 便 可 使 计算 OG. 
工作 量 大 大 的 降低 ， 下 面 就 来 分 析 和 推倒 这 种 算法 . 
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令 和 N= 2 将 整数 天 和 了 写成 二 进 制 的 形式 ， 
k = ka 42771 pk, 32772 4... + ko, 
Í = 各 -127 + fm-22" +- jo 
其 中 ky. fy 为 0 或 1, v-0,,ee ,m — 1. ii 
Ak = A(Rs a, Km—2; Itt ko), 
Xj 三 X (im-1, m-2, Ut ; do) 


则 可 将 变换 (5.82) 写成 


X($m—1; m—2; vct » jo) 


1 1 1 
=E Eoo 》 Ask Re) 


ko=0 k,—0 PEE 


由 于 wy = e27/2^. dip u27 — 1. 注意 到 


(5.83) 


jh 
UN 


zu Umi27 tima pe da) em -127 73 e 722775 + ho) 
WN 

= amit tn ami 

wy 


udo Em 12771, jlkm_ 227777 pe pho) 
WN UN 


| Jokan-1277 3. 7(km_22™ 7+ e E eg) 
TUN wN ; 


所 以 
天 [加 -17 2 ttt sjo) 


1 1 1 
= 》、 A(km_1, km 2 ,ko) 


ko=0 Em 320 ky 1=0 


5.84 
aciem A277 | Luisa ere) (5.84) 


1 LH 
= 2 i > Aio, Em 2; Itt , ko Jw Em—22" ho) 


=0 km-a =0 


其 中 


A (fo, ka; UC , ko) 


H 
一 》， (pn a, km-z, m ; ko)urio m2" 


km-1=0 
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如 此 系数 Ai os kn-2,… ko) 共有 N = 2m 个 ， 计 算 每 一 个 需要 2 次 乘法 ， 所 以 
计算 所 有 的 As Rasa) 共 需 2mt+ 次 乘法 运算 ， 现 在 再 对 (534) oh 
uim HT en) 作 分 解 ， 注 意 到 


Té ^ gm-2 A TL TA 9-23 jk 4m-3 es 
Fi m-—2 十 0) L {ji io) m-—1a . m m-3 上 ke) 
因此 ， 有 


XUm-l jim? tt » Jo) 
1 


三 x- D D Ai(jo Em 2,777 sko) 


km-3=0 Em 20 
po 2 uri m 327 +t he) 
N 


1 
jk, 327 ee 
DE Y 4 aljo, Ji Emo oye 32 + the) 


o=0 km —3=0 
其 中 
Aio, Ak meJ - ko) 


j12-- jo) 2277? 
一 y Ai( (jo, km2, -koju +o) 2 . 
km -2—0 


计算 所 有 的 A2lfjo, Ji, Rm—3, t , Kg) HERE 2m+1 次 乘法 运算 . 如 此 继续 下 去 ， 
可 得 


Aio jd 1; i -1— ltt - ko) 


aa, s (5.85) 
= y E i(jo,77 有 一 2; km- , Ko) ap? ME 
km -00 
最 后 ， 当 1 二 m 时 ， 有 
Amo, ji, m :Jm-1) 三 X (jm_1, jm-2, ttt , Jo)- (5.86) 


于 是 完成 了 离散 Fourier 变换 的 计算 ， 现 在 计算 一 下 上 述 递 推算 法 所 需 的 乘法 运算 
次 数 . 每 步 递 推 , 计算 一 组 Alo ,7 Ri 各) BERE 2771 UORIE, 一 共 
递 推 m 步 , 所 以 总 共 需 要 mm.2m+1 次 乘法 运算 , 由 于 入 = 27, f m = log, N, Ami E 
述 离散 Fourier 变换 的 快速 算法 所 需 的 磁 法 运算 次 数 为 2N log, N. 例如 , 34 m = 10, 
按 公 式 (5.82) 直接 计算 ， 所 需 的 鞠 法 次 数 为 N? = (219)? = 1048576, 即 超过 了 百 万 
次 ， 而 若 采用 快速 算法 ， 那 么 所 需 的 乘法 次 数 仅 为 2N log, N = 2.21910g,219 = 
20480. 由 此 可 见 ， 快 速算 法 大 大 地 减少 了 计算 量 . 
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由 前 面 推演 的 公式 看 到 ， 如 果 序 列 {4x] 在 初始 是 按 自然 次 序 排列 的 ， 那 么 变 
换 后 得 到 的 序列 {XX;} 将 按 逆 二 进 制 排列 ， 也 就 是 说 ， E Ar 存放 在 单元 Aka 
km-2，… Ko) 中 ， 则 在 计算 完成 之 后 所 得 结果 X (es aL ,2,… Ko) 出 现在 单元 
Alko, Ky, ku 1) 之 中 ， 

现在 再 来 说 明 一 下 有 关 (5.82) 的 逆 变 换 的 计算 . 如果 在 (5.82) 中 已 知 的 是 
OG 需要 计算 (Ak) ico. 将 (5.82) 式 两 端 同 乘 e, =0,1,-.-,N 一 1 
然后 对 j 求 和 可 得 


N-1 N-—1 N-1 
Xje YN 一 3 A; > pi2rj(k—D)/N 
了 =0 j= 
一 上 
二 5 Ak Yee D/NM. 
k=0 


jg q = e U6-0/N, 注意 到 


N-i iL qN 1 — ei2r(5- 0 
>, g= 1-4 = i-e8-D/N 
j-Ü0 
N, Mk — f, 
0, k zl, 
则 有 
N-1 o. 
j 1-0 
从 而 有 
1 N-1 o 
^N 2 Xje DN. 1 一 01 -,N—1, (5.87) 


比 即 (5.82) 的 道 变换 ， 不 难看 出 ， 由 GHIS 往 求 hx] 人 的 计算 与 前 面 的 计算 
过 程 基本 一 致 ， 因 而 所 需 计 算 量 也 是 一 致 的 . 
下 面 以 N = 23 为 例 看 看 DFT 的 整个 计算 过 程 . 将 j, 写成 二 进 制 形式 ， 

j= (a2 + j2 + jo) = (ja jis do). 

k= (kaz? 十 ki2 十 ko) 一 (Ko, hi, ko). 
此 时 

uir — waT HEY (a3 Haeo) 
— u' IF (24 30)2, (0225 32-1 jo) Ro 
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(这 里 用 到 多 = ux —1), 于 是 | 
1 1 
X(ja jjo) = 9, 9, D Alka ki ko)uN 


iu H =0 famo 


-5 > o ko) - 


天 0 一 0 &1—0 k;—n 


(12+j0)R12 o Qo ti2tio)ko 
ex 


二 > {5 5 B A(kz, ka, kou i0) 


kı =0 ka =0 


[j1sjo 0) ki ($a di do)ko 
WN UN ` 


由 上 式 可 得 如 焉 递 推 公式 ， 
Ag (ka, ki , ko) = Alka, ki, ko), 
1 


Ai(jo, ki; ko) = »» Ag (Ka, ki, kou i 9 


ka=0 


= Ao(0, ki, ko)u S? + Ao(1, ki, koju ^ 9, 
1 


Azlio di Ko) = 9 Ai (o kr kou n 
EU 


| ! 


= Aljo, 0, ko y, (Q0) + Ai(jo, L, ko), do) 


1 


As(io. 51,32) = $. As(fo fi; ko)? n 


kp—n 
一 Aa (jo, j1, 0) 09:0) T EPIETIT Ljw fado) 
= X ja, ji, Jo). 


下 面 的 图 表 给 出 N = 2° 情形 DFT 算法 的 计算 流程 . 


输入 序 导 Ao(k) Ai(k) Az(k) As(E)X(j) 
000 A(0) ^ A1(0) — Ag{0) -+ As(0)X(0) 
001 A(1) 2 Ax(1) > As(1) > As(1)X(4) 
010 A(2) 2 Ai(2) > Aa(2) > Aa(2)X(2) 
011 A(3) ^ A1(3) > Aa(3) 一 Aa(3)X(8) 
100 A(4) — A1(4) > Aa(4) > As(4)X(1) 
101 A(5) 一 A1(5) -3 Az(5) — As(5)X (5) 
110 A(6) 一 A1(6) 一 A2(6) > Aa(6)X(3) 


111 A(7) —> A1(7) > A2(7) ^ Aa (T) X (7) 


输出 序号 
000 
100 
010 
110 
001 
101 
011 


111 


115 
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注 记 ， 

谱 与 拟 谱 方法 的 高 阶 精 度 ， 即 所 谓 的 谱 精 度 ， 事 实 上 会 受到 下 列 因素 的 制约 : 
1) 求解 问题 中 解 的 奇异 性 2) 非 连续 函数 (数据 ) 谱 通 近 的 低 阶 精度 ，3) 非 线 性 问 
题 中 的 计算 不 稳定 性 . 为 了 克服 上 述 杀 素 造成 的 不 良 影 响 和 困难 , 激励 了 许多 有 关 
无 振 葛 多 项 式 插 值 . 正 交 和 多 项 式 重 构 和 某 些 特殊 Hilbert, 空间 中 送 近 理论 的 研究 . 例 
如 ,文献 [64] 通过 添加 非 光滑 函数 到 Fourier 展 式 中 构造 出 本 质 上 无 振 功 的 谱 通 近 
方法 ,并 应 用 到 无 董 性 Burgers 方程 间断 解 的 计算 . 关于 正 交 多 项 式 的 重 构 和 滤波 
方法 亦 有 许多 研究 工作 ( 见 [60], [64]) 其 主要 目的 是 增强 近似 解 计算 的 稳 冠 性 . 
针对 问题 的 奇异 性 和 无 界 区 域 问题 ， 利 用 特定 的 正 交 多 项 式 (Jacobi, Gegenbauer, 
Hermit 等 ) 与 相应 的 带 权 Hilbert 空间 ， 建 立 可 行 、 有 效 的 谱 和 拟 谱 方法 ， 这 也 是 
人 们 正在 探索 、 研 究 的 一 个 重要 方向 ( 见 [60] 、 [63]). 
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动力 系统 的 几何 算法 诞生 于 20 世纪 80 年 代 中 期 ([66], [67]). 汉 康 在 [66] .. [67] 
中 从 哈密 顿 系 统 相 空间 的 辛 几 何 结构 出 发 提出 了 辛 算法 (格式 ), 并 在 国内 外 倡导 了 
及 和 何 算法 的 研究 . 几何 算法 的 指导 思想 ， 是 计算 方法 的 设计 、 构造 应 该 在 原 系 统 的 
几何 结构 、 框 架 之 下 进行 ,无 疑 地 这 是 对 于 构造 评价 计算 方法 的 依据 和 观念 上 的 
一 个 重大 革新 . 从 这 观点 出 发 所 建立 的 格式 (离散 化 方程 ), 由 于 它 保持 着 原 系统 的 
几何 结构 基本 特征 ,从 而 具有 继承 、 保 持 连 续 系统 解 的 整体 结构 和 长 时 间 性 态 行 
为 的 品质 ， 这 往往 是 许多 普通 的 高 散 化 格式 难以 达到 和 具备 的 显著 优点 . 

发 展 型 偏 微分 方程 可 视 为 无 穷 维 的 动力 系统 ， 人 们 已 发 现 许多 物理 、 力 学 中 的 
重要 非 线 件 发 展 方程 同 样 地 具有 辛 几 何 结 构 (或 Lie 群 结构 ), 例如 Schrödinger 77 
程 、Sine-Gordon 方程 ， Boussinisg 和 Korteweg de Vries 方程 等 在 几何 算法 的 思 
想 启 示 下 ， 近 十 余年 来 出 现 了 一 批 关 于 非 线 性 发 展 方程 的 保 几 何 结 构 算法 的 研究 
工作 (UL [67]--[76]), 目前 已 成 为 发 展 方程 数值 方法 研究 的 热点 之 一 ， 

本 章 以 几 类 重要 哈密 顿 型 非 线 性 发 展 方程 (文献 中 称 为 “Hamiltonian PDE”) 
介绍 如 何 构造 它们 的 保 结构 数值 方法 ，86.1 介绍 哈密 顿 系统 、 辛 空间 和 辛 结构 等 基 
本 概念 ，86.2 介绍 一 维 非 线 性 Schrödinger 方程 的 一 个 保 结构 有 限 元 近似 ，86.3 介 
绍 Sine-Gordon 方程 的 局 部 辛 形式 和 多 辛 算法， 站 .4 介绍 Korteweg de Vries 方程 
的 一 个 哈密 顿 型 的 离散 近似 及 其 在 数值 模拟 孤立 波 解 中 的 应 用 ， 


86.1 哈密 顿 系统 、 辛 结构 


在 经 典 力 学 中 ， 售 n 个 自由 度 的 ， 受 位 势力 作用 的 系统 ( 称 保守 系统 ) 均 可 用 
如 下 形式 的 一 阶 常 微分 方程 组 描述 : 


dg _ ôH 

dé E p; Pl IN 

dp; B aH j-12, » (6.1) 
dt ðq; 


其 中 H = 五 (9 gapo ,pn) 称 为 哈密 顿 函数 ， 它 代表 所 措 述 力学 系统 的 总 
Sil, D = (el 的 ,go 的 ) 为 系统 的 广义 坐标 ，p(t) = (m) PE 为 广义 
动量 方程 组 (6.1) RA n 自由 度 力学 系统 的 哈密 顿 形式 ,数学 上 称 它 为 n 自由 度 
哈密 顿 系统 . 

描述 n 自由 度 系 统 的 运动 的 熟知 形式 为 牛顿 形式 和 拉客 朗 日 变 分 形式 .对 于 
保守 系统 ， 设 势能 函数 为 VY = Y(g@), 则 方程 


oV . dq 
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为 保守 系统 的 牛顿 形式 另外, 设 L= L(g,d,t)(— 动能 — 位 能 ) 为 拉 格 朗 日 函数 ， 
由 拉 格 朗 日 变 分 原理 ， 系 统 的 位 移 q(t) 使 积分 谤 天 


ro - [ L(g,d,r)d T 


取 极 小 ， 根 据 al 
qt aso =0, Véq 
"m d ƏL ƏL 
da; x^ (6.3) 


称 此 方程 为 保守 系统 的 拉 格 朗 日 形式 ， 哈密 顿 系 统 属于 描述 保守 系统 的 第 三 种 形 
式 ， 其 中 险 密 顿 函数 H = Hg p= 动能 + 位 能 ), 这 种 形式 更 加 全 面 地 反映 保守 
系统 的 特性 (如 对 称 性 ) 从 它 出 发 构造 计算 方法 会 带 来 多 方面 的 益处 . 

下 面 讨论 蛤 密 顿 系统 的 辛 几 何 结构 及 其 相 流 的 基本 特性 . 

n 自由 度 哈 密 顿 系统 (6.1) 的 相 空 间 为 R. 引进 双 线 性 形式 o(£,m) : R™ x 
R” R 


wln) = J Qs ^a)(6,n) Yén e R”, (6.4) 
i=l 
其 中 
(^a em-da E Y]. (6.5) 
Enti Nntt . 


(manen) 代表 (pia) 平面 上 由 向 量 (Efnt) 与 Guns) 作成 的 平行 四 边 形 的 
面积 . 显然， (pi^a)(£.n) — — (pn ^a)(n€) 于 是 有 


w{é, 5) 一 —a(n, é) vE, E RU. (6.6) 


称 侦 对 (R^, w) 为 辛 向 量 空间 , 并 称 ole, n) 是 RR?” 上 的 辛 结构 . 设 了 代表 如 下 n 
Ur FERRE EE 


0 I 
J- ， I :nn 阶 单位 矩阵 . (6.7) 
一 天 0 
BR, JT = 一 J = J. 利用 矩阵 J 可 将 w 表示 为 
w(£,n) = ¿TJn WE R”. (6.8) 


R” 上 的 线性 算 子 S, 如 果 


wlSE, Sm —w(£,m, Yén E R”, (6.9) 
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则 称 5 为 辛 算 子 . h (6.9) 知 , 辛 结构 w(€,) 在 辛 算 子 的 作用 下 是 不 改变 的 . 另外 ， 
一 个 可 微分 映射 g = g(z) : R — R, 如 果 它 的 Jacobi ERE g, = 9.g( 视 为 R27 
上 的 线性 算 子 ) 对 任意 z A R” 一 R 的 辛 算 子 ， 则 称 9 为 正则 射影 (canonical 
map). 
4 z(t) 一 {q1 (t), ax (t), ttt du(t). pi (t), pa(t), t pa(t))1, UTE EE E (6.4) 可 
写成 
dz 


a7 V.HT. (6.10) 


给 定 初 值 z(0) = 2^, 将 方程 (6.10) 以 2° 为 初 值 的 解 记 为 z(t) = ah (27). Bog t» 
0, gi C) 可 视 为 从 R?^ 到 R 的 映射 , B. gu) € CHR), BRE (ol C), t > 0} 
为 系统 (6.10) 的 相 流 . 哈密 顿 动力 系统 (6.4) 的 一 重要 几何 性 质 ， 就 是 其 相 流 映射 
gu C) 对 任意 上 > 0 都 是 从 R™ 到 "的 正则 上 映射， 即 wl n) 是 映射 9 = eC) 的 
积分 不 变量 


gow = wgsé, grn)gtz) = WIE n) = v. (6.11) 
由 此 类 推 ， 可 知 
WAW, GU AGUAU, WAWA AU (6.12) 
n Æ 


Jy gul) 的 积分 不 变量 . RET. RA ohl PREFE (pas Pigia 
qu)iszktzn EHEAR, fRE[BLTAPCEHIGÓ R 中 的 体积 (k= n). 

最 后 介绍 定义 在 函数 类 CI(R') 上 的 一 种 运算 S): Poisson 括号 ， 设 n(z) 
D(z) € C!(R?"), z = (31,423, d P P2; Pah 定义 


"(0I 01, 8I 8L, 2 
h,i} = -4> ] : R” R. . 
Um »» E Bp Öp, ðq; R” — R (6.13) 


i=1 


容易 验证 ， 运 算 {，} 满足 ， 


(i) {1,12} = —{12, h}; (6.14) 

(ii) (a + 8I, I5] = e{11, I3} + B{l, Is), 0,8 € R; (6.15) 

(ii) ((5, 12]. I3) + (10,1), h} + (Us, 15] 20 (6.16) 
(Jacobi 人 恒等式). 


此 外 ， 仁 意 2): R” > R, 如 果 满 足 
Tgiz) = Iz), vie R, ze R”, 


则 称 I(z) 是 系统 (6.1) 的 一 个 积分 不 变量 (又 称 首次 积分 ). 
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定理 6.1 I: R” 民 为 哈密 额 条 统 (6.1) 的 积分 不 变量 的 充分 必要 条 件 
是 (LH) = 0. A (H,H) —0, MERAK Hz) 本 身 就 是 {6.1) 的 一 个 积分 不 
变量 . 

本 节 内 容 选 自 V. L Arnold 的 专著 ([65]). 


§6.2” 非 线性 Schrödinger 方程 的 一 个 保 结构 的 有 限 元 近似 


薛 定 请 方程 来 源 于 量子 力学 ， 是 1926 年 由 物理 学 家 E. Schrödinger 建立 的 . 
理论 物理 学 家 试图 通过 求解 高 维 线性 考 定 廖 方程 的 本 征 值 问 题 以 及 依赖 于 时 间 的 
演化 问题 去 探索 物质 的 原子 、 分 子 结构 . 

本 节 讨 论 如 下 形式 的 一 维 非 线性 莅 定 读 方 程 (简称 NLS 方程 ): 


过; 十 Js + [u[*u — 0, (6.17) 


HF i = VOL, usus 表示 函数 (Aiel, t) 对 相应 自 变数 上 和 z 的 偏 导 数 ， 
juj? = .在 光纤 通信 中 ， 方 程 (6.17) 描述 信息 波 ( 光 孤 子 ) 沿 光纤 的 传播 过 程 ， 
c 为 色散 系数 ， 于 此 假定 它 是 一 个 常数 . 在 这 节 中 , 我们 从 此 方程 的 哈密 顿 形式 出 
A. 用 有 限 元 近 近 的 方法 建立 一 个 可 用 于 计算 NLS 方程 孤 波 解 的 保 结构 数值 方法 . 

首先 要 建立 NLS 方程 (6.1) 的 哈密 顿 形式 . 从 $6.1 的 讨论 看 到 ， 一 个 哈密 顿 
系统 由 3 个 要 素 (M, H, {h 构成 ，M 为 系统 的 相 空间 { 可 以 是 向 量 空间 ， 也 可 以 
是 某 一 光滑 流 形 ), H 为 哈密 顿 函数 (GEB) M — Rm (.) 则 是 定义 在 函数 集合 
0: M > R} 上 的 一 种 运算 ( 它 满 足 条 件 (6.14)~(6.16), 称 为 Piosson 括号 ). 相应 于 
(M, H, i5 "s p 的 哈密 顿 系统 为 


ż = {2, H} = JaV H)", (6.18} 


其 中 JG) iie (0,6) = (VD) JG(VG), B {7,6} = -{G, 1h OQ JG)! = -J (2). 
对 于 NLS jr (6.17), 设 求解 区 间 为 : -上 了 < z < L, ERZ M 取 为 复 值 
函数 空间 


V = (v(z) € E ([-£, D) : (D) = v(D) 20), (6.19) 
Wer an c V] D A BU IER 
L1 
Hina) = f glue (wde, vue v (6.20) 


iXHi, Poisson 括号 运算 定义 为 


{PG} = CAT. VEG:VoR (6.21) 
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计算 H(wu) 关于 如 的 一 次 变 分 ， 求 出 


za 三 x — ju u, 
从 而 得 到 u(.,£) 的 演化 方程 : 
ĉu = (u, H} = -i is (6.22) 


此 即 NLS 方程 (6.17) 的 哈密 顿 形式 . 可 见 ， NLS 方程 实 属 无 穷 维 哈 窗 顿 系统 ， 它 
与 86.1 所 介绍 的 有 限 维 哈密 顿 系 统 具 有 同样 的 几何 性 质 . 

下 面 讨 € NLS 方程 的 有 限 元 近似 . 

€ h= ys 在 z 轴 上 作 等 距 分 布 节点 : m; = jh, 了 = 0, 士 1, 十 2,…, 利用 三 次 样 
条 函数 


0, z< -—2, 
s +2), -2 < s < -—l1, 
(o? +62? — 4), -1«zx«0, 
g 9e! 一 6z +4), 0<2<1， 
-ac -9y, 1«r&2, 
0, z»42, 


构造 函数 族 : 
ple) = (53%) ， 了 一 0, 十 1, 十 2,,，… ， 


现在 ， 以 {$j(z)} 为 基 函 数 ， 按 插值 法 构造 V =H 4 伍 志 ,如 ) 的 一 个 有 限 维 子 空 
间 ， 记 为 VA. 
方程 (6.22) 的 弱 形式 为 ， 求 u(,12) € V, 使 得 


ilun v) — S (us, ta) + (fuu, v) — 0, 


(6.24) 
VvcV,t»0. 
基于 子 空间 Va, NLS 方程 (6.17) 的 有 限 元 近似 为 R ualt) € Vi, 使 得 
i (un th) — Z (Uha hse) + (lun un, va) = 0, (6.25) 


Vo, € Vh. 


注意 ， (0.24) fü (6.25) 中 的 内 积 C.) 均 为 复 值 函数 空间 中 的 复 内 积 . 
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设 空间 Vi HERRN (65 (m) i, 并 设 
Na 


urlz,t)= 57 ajt)6(c), (6.26) 


j=—Nx 


则 (6.25) 等 价 于 


Na 


了 一 一 An 
Ny 2 
S: 3 oodd $. Ls) = 0, (6.27) 
IN. 


k =0, 41,42, , E Ns. 


记 (pj r) = mis (的 as Oka) = ajk, MM = (mj), A= (ak). Zitti, EE 
M fü A 的 元 素 为 


151/315 2/3 j=k, 

397/1680 —1/8 j=k£1, 

mik =h- 1/42 ， al -1/5 j=k£2, 
1/5040 -1/20 j=k+3, 

0 0 HRK, 


全 离散 格式 : Ub At > 0 为 时 间 步 长 ，t。 = nAt,n = 0,1,2…, 采用 修正 的 中 
AAEE, Hi? NLS 方程 的 如 下 全 离散 格式 ; 


+1 n 
n+l n g Uh az TUR. 
3 (u — Up, 94) — 5 | —————À,. th 
At^ ^ ^ 2 2 Pont 


7 十 112 n|2 „n+l T (528) 
(Bi | th uU. TUR v.) =0, Vo, € 全， 
2 
定理 6.2 {u} 为 爹 离散 格 式 (0.28) 的 解 ， 则 有 : 
GR) (uus), Yanzi (MEFE); (6.29) 
HUR) = ZUR arh, a) — 二 (有 Pu u) = Hj) (6.30) 


Vn21 (EFTE) 
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n1 n 
证 明 首先 ,在 (6:28) 中 取 on = A ERRTU, TA 
(ui uR, upt tup) — (usu) - (uiui) 0, 


从 而 


(u$, uk) = (aRt ua’) prre (uj. uh . 
再 在 (6.28) 中 取 v, = us — up 并 在 两 端 取 实 部 ， 即 知 
a "e. 


ur! — ug) — 0, 


化 简 之 后 即 知 (6.30) 也 成 立 . 
算 例 ”计算 NLS 方程 
i ue + Ues + fuf — 0 (6.31) 
的 下 述 孤 波 解 : 
(1) 单 孤立 波 
z .Zz 
u(z,0) = sech (5) exp (i2); (6.32) 
(2) 双 孤 立波 
u(z,0) = sech (5) exp (i) 十 sech [ie 一 ss) exp (s). (6.33) 


以 上 两 种 情形 的 计算 结果 见 图 6.1 至 64. 图 6.1 ，6.2 是 单 孤立 波 的 传播 ， 
6.3 、 6.4 是 双 孤 立波 的 磁 拭 过 程 . 
I= ` 
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图 6.3 实 部 图 6.4 HH 


本 节 内 容 选 自 [76], [76] 同时 给 出 了 半 离 散 与 多 离散 近似 解 的 履 剑 性 和 误差 佑 
计 的 理论 分 析 结 果 . 
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ILEK, J. E. Marsden 等 人 ([73], 1999) 提出 了 将 辛 几何 算法 椎 广 到 Hamil- 
tonian P.D.E 的 另 一 途径 ， 称 为 “多 辛 算法 ”. 此 算法 的 建立 是 基于 将 Hamiltonian 
P.D.E 转化 为 一 类 局 部 的 辛 形式 ， 又 称 多 辛 形式 (multi-symplectic formulation). 本 
节 以 Sine-Gordon 等 非 线性 波动 方程 为 例 ， 对 这 类 方法 作 一 简单 介绍 . 

考虑 如 下 形式 的 一 维 非 线性 波动 方程 


ttt — Urs V(u)20, -L«z«L, (6.34) 
其 中 V(): R> BdÉ3X HAAA. i: V(u) 一 —cosu, 此 时 (6.34) 为 


Sine-Gordon 方程 
utt — Usa + Sinu = 0. (6.35) 


TES UBER (Ue LES) 


H(u,v) — f (5^ t yi 十 ve2) dz, (6.36) 


则 可 将 方程 (6.34) 转化 为 哈密 顿 形式 
óH 


EE e 


(6.37) 
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此 系统 相 空 间 的 举 结 梅 由 下 式 定 义 


L 
g = f dv ^ du dz. (6.38) 
-L 


基于 表达 形式 (6.36)~(6.38), 可 按 86.2 中 的 方法 建立 非 线 性 波动 方程 (6.34) B8 3E Y: 
法 ， 即 将 向 题 (6.37). 直接 转化 为 哈密 顿 型 常 微分 方程 组 ， 

下 面 着 重 介绍 多 辛 算 法 是 如 何 构 造 的 . 

针对 求解 非 线 性 波动 方程 (6.34), GARTE v = u, w = uus HER 


S(z)- jc =u?) +V(u), Z= (u,v, w)", (6.39) 


则 (6.34) 转化 为 如 下 一 阶 偏 微分 方程 组 


MàjZ - K0,Z = VzS(Z) , Ze R3, (6.40) 
其 中 
0 -1 0 0 0 1 
M-|l1.00|. 天 =|0 o oj- (6.41) 
0 0 0 -1 0 0 
在 [73] 中 称 形 如 (6.40) 的 方程 组 为 多 辛 形式 , 其 主要 特征 是 系数 矩阵 M 和 KK EA 
反对 称 矩 阵 (允许 是 奇异 的 }. 


定义 二 次 形式 o = de ^ du( 与 (6.38) PTE XAY D 比较 ，w 属 到 的 局 部 形式 ), 
Du 


2, = dvs A du + dr A duz, (6.42) 
其 中 du 和 do 满足 变 分 方程 
du, = dv, 
(6.43) 
dv, = du, — V"(u)du. 
将 (6.43) 代入 (6.42) 后 ， 得 到 
Lm = (duss — V"(u)du) ^ du + dv ^ dv 
=d du = d d d (540) 
= dus, ^ du = zzl uz A du). 
4 k = du^ dw, P w = us. H (644), (vo, «) 满足 如 下 守重 型 方程 
Ce (6.45) 
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i (t) 平面 的 任意 财 合 曲线 工 积分 上 式 ， 可 得 


f (wdz — kdt) = 0, (6.46) 
r 


此 式 准确 的 表明 方程 (6.40) 于 其 相 空间 (us v, w) 中 的 几何 特征 . 

多 辛 算法 就 是 通过 多 辛 形式 (640) 的 高 散 化 来 建造 计算 格式 的 ， 并 要 求 所 得 
格式 (近似 方程 ) 具有 类 似 于 (6.45) 的 守恒 性 质 ， 在 波动 方程 (6.34) TRE, (6.40) 
的 具体 (2#) 形式 为 


Ou =v, 
nw, (6.47) 
Əv - ðw = —V'(u) . 


在 文献 [74] 中 ， 对 于 空间 和 时 间 变 量 分 别 采用 s 级 和 T 级 的 Runge-Kutta 方法 将 
(6.47) 离散 化 ， 并 证 明 : 当选 用 的 Ruange-Kutta 法 属于 Gauss-Legendre 型 配置 法 
时 ， 所 建立 的 离散 模型 是 保持 辛 结构 的 ， 即 满足 类 似 于 (6.45) 的 离散 守恒 方程 现 
将 离散 过 程 简 述 如 下 . 

空间 变量 离散 化 

用 节点 集 {zp} 弄 ,代替 空 间 变 量 的 区 间 -L D], Az = zi Er, us (t) 代表 
(za, t) 的 近似 值 ， 将 (6.47) 的 第 2, 3 两 式 写成 


Ou = Ww, 
(6.48) 
Aw = Əv + V" (u). 
应 用 s 级 隐 型 Runge-Kutta 方法 ((045), (b:)] 求解 (6.48), 计算 公式 为 
U; = uy + AT Y aW; 
j=1 
Wi = wy 十 Az 》 ai (&,Vj + V'(U;)), 
j=l (6.49) 


Mya] = Uk 十 Ax Y A 


i-l 
Wy = Wh + Ax y b (V; + V'(U:)) 
ici 
其 中 (Un Wi, 为 过 渡 信 ，aij,b 是 所 选 RK 方法 的 系数 ，(6.49) 是 方程 (6.48) 在 
z= rk 点 的 一 个 半 离 散 近 似 . 
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再 来 检验 离散 方程 (6.49) 是 否 具 有 守恒 人 性质， 为 此 ， 考 虚 它 的 变 分 方程 


dU, = du, + Az V aid W}, 
$1 


dW; = dw, + Ar 5 aij (8,dV; 十 V"dU;) , 


了 一 1 


j (6.50) 
duy, = du + Az S bidWi, 


i=l 


dw, = duy + Az V b; (3ed V; + V"dU;). 


i=l 
由 (6.50) 的 第 3, 4 两 式 ， 有 
Qui 41 A diy 


- (us AZ saw, ^ c + Az $ bi (0,dV; + va) 


i=1 i=1 


= du, ^ dwp + duy A Az V ^ b; (dV; + V"dU;) 


z—i 


+Az》 bd W, ^ duy + Az? V" V bibydWi ^ (8,dV; + V"aU;) . 


i=1 i=l j=1 
再 利用 (6.50) 的 第 1, 2 两 式 ， 经 过 整理 得 到 


duzy A dui, = dui A dui + Az V. bidUi A dV, 
j=1 


Az? V S (bib — bjaj; — bia;j)dW; ^ (dV; + V"dU;) . 


i=l j=1 
当 R-K 方法 {(oi) (b:)} 选 为 Gauss-Legendre 型 配置 法 时 ， 系 数 agb 满足 
bjaj; + bjai; — bib; 三 0, | 1,2—1,2,:::,8, (6.51) 
此 时 半 离 散 模型 (6.49) 满足 如 下 守 便 方程 


(duryi A dwk — dur ^ duy) — $ b(dU; ^ Vi) Ax = 0. (6.52) 


iz1 


显而易见 ， (6.52) 是 前 面 介绍 这 的 连续 型 守恒 方程 (6.45) 的 一 个 离散 形式 . 
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时 间 变 量 离散 化 

设 At > 0 WHAE, tn = nAtuz 代表 ulte tn) 的 近似 值 . 下 面 在 时 间 区 
间 [0, As] 上 进行 时 间 变量 的 离散 化 ， 为 表述 简单 不 妨 设 = 0, 即 仅仅 写 出 > = zo 
点 的 公式 ， 其 余 节 点 的 公式 可 以 类 推 ， 在 这 一 步 ， 目 的 是 建立 (6.47) 中 第 一 个 方 
程 Gu — v fll (6.49) F &,Vj,j = 1,2,… ,s 的 离散 方程 和 计算 公式 .为 此 利用 了 级 
Runge-Kutta 方法 ((à;5), (b;) ), 建立 如 下 近似 方程 


r 
Ui m = + At È ÄV, 
[一 1 


Vim 一 v? 十 At V dmd V1, 


=! (6.53) 


T 
ul =u + At X bm Vi, m» 


ml 


v] = + At YO S b B.V 


m=i 


其 中 引用 记号 
Ui m I] u(ci Az, d, At) " Vi, mm 的 意义 类 似 
uz z u(ciAz, dm At) , vP E) E$ 9 2S 
G=} aj, dm = 9 ar 
j=1 Iz] 
8, Vi, 8: G, Vi(ds At). 


这 里 ,仍然 假定 R-K 格式 (35), (Bi)} X Gauss-Legendre 配置 法 ， 通 过 类 似 于 
半 离 散 情 形 的 推演 过 程 ， 可 得 到 恕 下 离散 形式 的 守 便 方程 


》 b(du] Ado — du] A dof) Az 
i=l r (6.54) 
- Yb(duP A dw? — dup ^ dv") ^t — 0. 


Tic] 


综合 以 上 两 步 近似 ， 求 解 非 线 性 波动 方程 (6.34) 的 Gauss-Legendre 型 R-K 格 
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式 为 
5 
Uim = uj + Az Y aiid Um; 
3 三 1 
Wim = wg + Az ti jO Win, 
j=1 
um = up Ax Y b;o.U s, 
i21 
wf = wp Az S b; Wi s, 
bx 


Uim = i 94At Y miði ils 


e (6.55) 
Vin 一 v? 十 AL, Va, 
i 
ul = u$ TA Z 9, ,U, s, 
mæl 
vl — v9 Aty ; mm Ot Vm, 
?一 十 


DUm = Via, OsUi,m = Win, 
&, Vi, — 8, Wis. = V' (Um). 
算 例 “考虑 Sine Gordon 方程 
Õunu — Õru Hinu =0, —Lcz«L. (6.56) 


1) 假定 周期 边 值 条 件 ，%( 一 5, = u(L,t) fü L — 100, 求 满足 如 下 初 值 条 件 的 


解 eL 6 e 2-L/6 
;U)J- 4 6.57 
u(z,0) = 4arctan ACE -+ darctan  ———— ACER (6.57) 
g*- L/6- gt 
ó,u(2,0) = B S. [4arctan i-i 
g-7-L/6- Bt (6.58) 
Hanan TES m 
用 Gauss-Legendre 型 R-K 方法 (r = 1,85 = 2) 计算 , 4 8-2 0.55, M = 100, At = 
计算 结果 见 [74]. 
2) 用 差分 法 和 本 节 的 多 辛 算法 计算 方程 (6.56) HIERIE (breather) 解 
1 — wt cos wt 
u(z, t) = 4arctan v (ertum) 。 (6.59) 


4& w =0.9, L — 100. 计算 结果 见 [74]. 
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42 
*) 利用 变换 z — £r, to 7 EL FE (6.56) 又 可 写成 ae = sinu. 这 一 形 


式 方程 在 将 一 Lopachevskii 平面 嵌入 三 维 网 氏 空 间 的 问题 中 过 到 . 


86.4 Korteweg de Vries 方程 孤立 波 解 的 数值 模拟 方法 


D. J. Korteweg 和 G. de Vries 为 描述 渠道 中 流体 表面 波 提 出 如 下 形式 的 非 线 

性 波动 方程 (简称 KaV 方程 ): 
u 3 

在 1965 Æ, N. J. Zabusky 和 M. D. Kruskal”?! RHE fib MABUAH T3238 KdV 
Jr fS JOLIE (soliton) 解 并 得 出 结论 ，KdV AEPA feypst n mpe, x 
结论 激发 了 系列 关于 非 线性 波动 方程 的 新 的 解析 研究 (如 可 积 系统 、 逆 散射 方法 ). 
寻找 孤立 波 解 的 有 效 数值 模拟 方法 亦 成 为 发 展 方程 数值 方法 研究 中 的 一 个 重要 课 
E. 由 于 保 结 构 算 法 具有 和 良好 的 保 (几何 ) 结构 和 守恒 性 质 ， 所 以 可 以 期 望 并 已 在 
许多 数值 试验 中 显示 出 这 种 算法 用 于 孤立 波 的 数值 模拟 是 非常 有 效 的 ， 本 节 介 绍 
构造 KdV 方程 保 结 构 算 法 的 一 种 途径 ，Petrov-Galerkin 有 限 元 近似 . 

KdV jj 125505 get gx 

考虑 方程 (6.60) 的 周期 边界 条 件 问 题 ， 即 设 u(z + 1,t) = u(z.t). 引进 函数 空 


0. (6.60) 


fa 
Hp = (e(z) € H™(R) : v (o 1) vf), 


(6.61) 
i-0,1,...m.] 
MEDZA: Hy R(m21) 
H(u)- Í (24 + v) dz, Vu € H”. (6.62) 
由 
EZ 十 5) - = 0, Yőu 
可 求 出 豆 的 一 次 变 分 
= 3u? — Urr, (6.63) 
因此 可 将 (6.60) 改写 为 5 sH 3 
u 
x^^ TT (6.64) 


此 即 KAV 方程 的 哈密 顿 形式 ， H 为 其 哈密 顿 函 数 ， 引 进 Poisson 括号 运算 ; 


!'(àF óG m 
ina) = f (S) dz, VF|G: HP — R. (6.65) 
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对 于 (6.64) E E— 8E u — ulz, t), 有 


dH(u  flàHOu,  f'ôH 8 ëH | —— 
aoc] wat] E 
可 见 ， 
H(u(zt) 二 常数， "vt — (BERSPIB). (6.66) 


此 外 ， 如 果 IQ): Hp y R i 
(LH) 20, SHUE “E " i) 
则 (u) 也 是 方程 (6.65) 的 守恒 量 (又 称 首 次 积分 ). 事实 上 ， KdV 方程 具有 无 穷 多 
个 守恒 是 ( 见 [65]), 例如 
1 1 
= dz, 一 ?dz, I -H(u.e. .67 
Tolu) f udz, I(u) f u^dz, lzlu) (u) (6.67) 


Petrov-Galerkin 有 限 元 近似 
设 0=zo<z<s:…<zn 一 1 是 区 间 了 = [0,1] 的 一 个 训 分 . id H; = [rj-1. 2j]. 
h= max (zi — 7; 1). fig SES r> 2, 引进 如 下 有 限 维 函 数 空间 


1<j<N 


Va = (v E :v[j € B) j= 1,2: N}, 

W, = {w c H? : t; c Pa (1), 了 一 1, 2,..- ,N} 
其 中 PLUS) 代表 五 上 所 有 次 数 < 7 的 多 项 式 集合 .不 难看 出 dinV, = dim W, = 
(r ~— 1)N. 


利用 子 空间 V, 和 Wah. KAV 方程 【6.60) 的 P-G 有 限 元 近似 定义 为 : 求 映 射 
u(t): R* — V, 使 得 


(ub, w^) 十 3((u^y2, w^) T(ubhwh)-c0, Vw^eW, (6.68) 


其 中 (e) 代表 EA) PAR. 
下 面 对 于 上 述 P-G 有 限 元 近似 的 结构 与 守恒 性 质 进行 一 些 分 析 ， 为 此 ， 引 进 
如 下 线性 积分 筑 子 G : HP 一 HIH, 它 由 下 式 定义 


(Gf), - f -f', (Gf 2 f, VE 有 (6.69) 


其 中 f^ = (fr) 代表 函数 了 在 工 = [0,1] 上 的 平均 值 ， 其 实 Gf(z) 具有 如 下 表达 
x. 


T 1 z 
CMe = f Hody- Peor ff fans 
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根据 G 的 定义 ， 成 立 


(GF, f2) = (Gf, (Gf2)«) + f2 2. (6.70) 
(Gf, f) = (P^. (6.71) 


"n Hn- (ve Hr: 0) fü P= Vin HÀ, 则 有 

(Gf f) = FuG), Vf fa CH? . (6.72) 
换 名 话说 ，G 是 Hr 上 的 反对 称 算 子 ， 它 是 从 Ar 3 HTC 的 11 映射， 并且 G 
WERTE J= D. 容易 说 明 半 离散 方程 (6.68) 为 一 常 微分 方程 ， 下 面 要 解释 


的 是 此 方程 确实 是 一 个 有 限 维 哈密 顿 系统 . 
对 任意 u^ (x) € Va, 由 下 式 可 定义 (惟一 地 ) 它 的 二 阶 离散 微 商 (5,u")(2) € Va: 


(Or uh, v") = (uh, vh), vv^ e V. (6.73) 


B (04,1) = 0, Lh euo Van H3. BEBE v^ = w^ (0) 为 方程 (6.68) fj, DA 
ub, 8^ u^ cV, 根据 (6.69) 和 (6.72) l, uhe) 满足 如 下 等 价 方程 

(Gub, v^) — 3((u^)2, v^) + (8^ u^ v^) 20, vv^ ev. (6.74) 
设 P, 为 从 LD 到 Vs 的 射影 算 子 ， 并 令 Gh = PG, 则 对 任意 f^. g" eV, 

(Gan f", g^) = (PG, g^) = (G, g") = - U^ Gag). (6.75) 


BiA, Ga 是 Va 上 的 一 个 反对 称 算 子 ， 用 变 分 计算 可 验证 SH (wn)/6ur = 
3P, (u^? 一 8^ u^, 从 以 上 推演 发 现 半 离散 方程 (6.68) 等 价 于 


Gn) = 3P.(u^)? — 8^ vh. (6.76) 


假定 Py Va=V n W Gs F Vs 的 限制 为 1-1 映射 记 Js = Gt, 它 也 是 Va 上 的 
1-1 上 映射， 至此， 我 们 验证 了 : P-G 有 和 限 元 近似 即 半 高 散 方 程 (6.68) 与 下 述 哈密 顿 
系统 是 等 价 的 ， 
(u^), = J,6H(u^)/óu^, JJ = —J,. (6.77) 
下 述 定理 给 出 了 半 离 散 问题 的 守恒 性 质 . 
定理 6.3 — F8 32 42 (0.68) HA u^ = utlit) X ST T de dE: 


(i) Jo(u^()) = Í u^ (z,t)dz = E 4&, Vt > 0, 


(i) H (u(t) -f [ez a) + (uh? IE -d, VEDO 
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WEB] 因 1e WA, XE (6.68) 中 令 w^ — 1, WA 
1 
x]. u^(z, t)dz 一 Sen) 一 (ub, 1) — 0, 


故 全 成立， 为 证 (i), 在 (6.68) 中 取 w^ = Gu? € Va, nf 
(uf, Guf) + 3((u^)?, (Gu?)s) + (at, (Guj)ss) =0. 
因 (ub)? = (uf, 1) =0, (uf, Gu) = 0 和 (GuP)s = up, 由 上 述 方 程 和 (6.69) 、(6.72) 
TAS d d 1 
ELCHO) 7d Leo, 1)4 setup) zz D, 

FÆ, (3) 也 得 证 . 

关于 KdV 方程 的 Petrov-Galerkin 有 限 元 近似 (6.68) Æ R. Winther 在 [78](1980) 
中 首先 提出 的 ， 前 面 关 于 这 一 半 离 散 模 型 的 哈密 顿 几何 结构 和 守恒 性 质 的 分 析 是 
本 书 著者 在 文献 [701(1991) 中 给 出 的 ， 此外， 论文 [70] 还 给 出 了 半 离 散 近 似 解 按 
Le() 范 数 的 误差 估计 ， 并 证 明 当 恰 当选 取 初 始 近 似 u^ (0), 半 离 散 近 似 解 un (c. t) 
在 剂 分 节点 处 满足 


julet) — u^(z;,t) < Ch, i2 1,2, N. (6.78) 


其 中 ulz, t) 为 KdV 方程 的 足够 光滑 的 精确 解 . 形 如 (6.78) 的 误差 估计 被 称 为 “ 超 
收敛 估计 ^. 因为 用 试探 务 数 空间 你 (由 次 数 < r 的 分 段 多 项 式 组 成 ) 中 元 素 近 似 
任 给 的 光滑 函数 的 通 近 阶 一 般 地 仅 为 O(h"), 而 (6.78) 右 端 关于 h H- ERE 
O(h") 比较 ， 高 出 "一 2 Bj. 

算 例 “计算 Kav 方程 


Z 


的 孤立 波 ， 其 初始 条 件 为 


gíz, 0) = qo 十 asech 4| sme - 0.5), 


— — 10-2 
do = —2dv batanh, | —7 AP , &-042, d-10 ^. 
计算 结果 见 [70]. 
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微分 方程 的 数值 解法 的 基本 思想 ， 是 将 微分 方程 的 定 解 问题 通过 某 种 途径 ( 差 
分 关 近 、 有 限 元 近似 、 谱 过 近 等 ) 转化 为 离散 焕 型 ， 并 把 离散 模型 的 解 当 作 连续 模 
型 ( 原 定 解 刹 题 ) 的 近似 解 . 一 个 可 用 (有 效 ) 的 数值 方法 应 该 是 用 它 可 以 求 得 问题 
的 任意 指定 精度 的 近似 解 ， 换 句 话 说 ， 它 应 具有 收敛 性 . 此外， 在 离散 模型 的 求解 
计算 中 ， 由 于 数值 的 会 入 和 原始 数据 不 准确 ， 使 得 实际 算出 的 也 不 是 离散 模型 的 真 
f, 而 是 带 有 某 种 扰动 项 的 模型 的 解 . 一 个 有 实用 价值 的 数值 方法 还 应 该 具有 能 够 
TZ (m) 制 挑动 影响 的 性 能 ， 些 即 数 值 方法 的 稳定 性 . 

稳定 性 和 收 和 伍 性 是 微分 方程 数值 解法 理论 研究 中 最 为 重要 的 内 容 .，Courant， 
Friedrichs 和 Lewy ([80], 1928) 最 早 研 究 了 差分 法 的 收 人 第 性 ， 之 后 Von Neumann, 
Richtmyer、Kreiss、PaGenpxmi#f 等 研究 了 差分 格式 的 稳定 性 , 在 线性 差分 吉 近 模型 
情形 发 现 了 收 笋 性 与 稳定 性 之 间 的 等 价 关 系 ， 著 名 的 Lax 定理 证 明了 这 一 事实 . 
上 述 关 于 差分 方法 的 理论 研究 工作 已 由 R. D. Richtmyer 和 K. W. Morton 在 他 们 
的 专著 (81], 1967) 中 作 了 系统 的 归纳 、 总 结 . 

it 30 年 来 ， 人 们 对 于 非 线性 离散 模型 的 收 幼 性 与 稳定 性 问题 十 分 关注 ， 探 讨 
是 否 能 够 在 两 者 之 人 间 建 立 起 一 般 性 的 关系 ， 其 时 发 现 对 于 非 线性 模型 要 建立 如 同 
Lax 定理 那样 的 等 价 关 系 是 非常 困难 的 . 尽管 由 于 非 线性 模型 的 复杂 人 性， 一 个 非 
常 恰当 的 数值 分 析 理 论 尚 需 时 日 才能 建立 ， 仍 有 许多 著名 数值 分 析 学 家 (如 H. J. 
Stetter, H. B. Keller, W. G. Strang 和 郭 本 瑜 等 ) 对 于 非 线 性 离散 模型 的 稳定 性 概 
TAIRA AHER, 提出 了 “广义 稳定 性 ”概念 ， 并 建立 了 若干 保证 离散 模型 近 
似 解 收 伍 的 充分 条 件 . 本 章 试 图 对 这 方面 的 理论 研究 成 果 作 一 简要 的 介绍 . 


87.1 线性 模型 的 Lax 定理 


Lax 定理 可 谓 是 差分 方法 理论 中 十 分 完美 的 结果 , 它 将 线性 问题 差分 格式 的 理 
论 分 析 归 结 为 主要 地 是 对 于 稳定 人 性 的 研究 ， 而 收敛 性 则 可 由 稳定 性 推断 出 . 这 个 定 
理 是 在 Banach 空间 的 框架 下 建立 的 ， 所 以 它 具 有 充分 的 概括 性 和 应 用 方面 的 广泛 
性 . 

设 8 是 一 Banach 空间 ， 其 范 数 记 为 -|| 另外 工 为 8 上 的 线性 算 子 ， 其 定 文 
域 为 D(L). 考虑 如 下 定 解 问题 


HO - put), oct T (7.1) 


u(0) = u^ c B. (7.2) 
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此 问题 的 解 为 一 单 参数 族 ult): [0,7] > BA DD), 它 满足 条 件 : u(0) = v? 和 
u(t + At) — u(t) 
Atrol Ab 


- zu) =Q. (7.3) 


假定 D 是 空间 8 的 如 此 子 集 ， 使 得 对 任意 tw € D, 存在 惟一 函数 ult) € B, 
它 在 [0,T] 上 一 致 地 满足 (7.3)， 于 是 存在 线性 算 子 Eott) EEH u € DEt, 
u(t) = Eo(t)u? 就 是 问题 (7.1). (7.2) 的 解 ， 如 果 下 面 两 个 条 件 成 立 ， 

(i) D 在 8 中 稠密 ; 

(ii) 存在 常数 Co > 0, 使 得 [LEo(0]] < Co 对 所 有 te [0,7] 则 称 问 题 (7.1) 、(7.2) 
为 适 定 的 . 

以 下 总 假定 问题 (7.1) 、(7.2) 为 适 定 的 . 于 是 根据 汉 函 分 析 中 的 扩张 定理 (Hahn 
定理 ) 可 将 E(t) 扩张 到 全 空间 B, 记 为 E(t), 并 且 EH — [El 因此 ， 对 任 
E w c BHE Eltje, 0<t<T, 它 被 称 为 向 题 (7.1) 、(7.2) 的 广义 解 . 显然 ， 
E(t) 具有 性 质 ， 


E(s)E(t) = E(s +t), YO<s,t<T, | (7.4) 
另外 ， 由 S) 可 知 ， 对 任意 te [0, 了] 
[ut + At) — (t) 0, 35 At 一 0. (7.5) 


对 于 发 展 型 偏 微分 方程 而 言 ， 8 代表 定义 在 某 个 空间 区 域 2 上 的 函数 类 . f 
象 初 值 问 题 (7.1) 、 (7.2) 可 以 是 纯 初 值 问题 ， 也 可 以 是 初 边 值 问题 ， 但 此 时 总 假 
定 边 界 条 件 是 线性 、 齐 次 的 ， 并 且 每 个 u(t) e B 都 满足 此 种 边界 条 件 . 

现在 讨论 问题 (7.0 、 (7.2) 的 差分 远近 . 

i OC R5, æ= (zzzd)j. 用 hh = (hi ha, e ha) 代表 空间 网 格 前 分 的 
步 长 ，r > 0 代表 时 间 步 长 . 假定 前 分 满足 条 件 ， hm = gm(7), 并 且 gm(r) 一 0 当 
7 一 0 m-— L2,--,d. 记号 U” RE u(nr) 的 近似 值 ， 考虑 如 下 形式 的 两 层 差分 
格式 

A(r)J^*! = B(r)U" (7.6) 

其 中 4(7) 和 Bir) 蚌 不 明显 依赖 于 t 的 线性 算 子 这里， 假定 A(7) 和 BG) 关于 
T 连续， 并且 Ar) FE. 令 C(7) = A71 (0)B(r), W (7.6) 可 改写 为 

y^t! — C(r)U^. (7.7) 

BuU Æ (71). (72)898]— TER, U 相应 的 初 值 的 集合 记 为 Uo, 假定 
z 在 8 中 稠密 ， 令 


Re) = (T - 1) wo. (r4) 
如 果 对 任 一 vtt) EU, 34 c 0 f 


IR-(ut)] 一 0， 关于 + 上 E [0, 了 一 致 (7.9) 
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则 称 (7.6) 对 于 (7.1) 的 道 近 是 相 容 的 . 
由 相 容 性 定义 和 (7.3) 推出 ， 当 7 o0, 对 所 有 te [0, T] 一 致 地 有 
ult + 7) — C(r)u(t) 


7 | EI (7.10) 
gi (7.7) 知 
U” = [C(r)^U?. (7.11) 
如 果 对 任意 U? € 8 和 固定 的 te [0,7], 成 立 
t1 
[C(r)] I U’ — E(tU?|| 30,34 7 20 (7.12) 


则 称 差 分 格式 (7.6) 是 kate. [7| 代表 与 上 me. 


再 来 介绍 稳定 性 的 定义 假定 初 值 V? 有 误差 JU’, 由 此 引起 格式 的 解 有 误差 
SUr. 如 果 存 在 正常 数 m 和 M, E <r notn Tit, BA 


lU" < MIU? (7.13) 
则 称 格式 (7.6) 是 OCTO RT SR ;| | 稳定 的 . 由 于 格式 是 线性 的 , 故 SU" = 
[C(7)]^8U?, 从 而 条 件 (7.13) 又 可 改 述 为 ， 存 在 正常 数 ML, 使 得 
Ciye] < M, Xt —-9o«r £m, 0«nrEzT. (7.14) 
下 述 定理 给 出 了 离散 格式 收敛 性 与 稳定 性 之 间 的 关系 . 
定理 7.1 (Lax 定理 /') 假定 定 解 问题 (7.1) 是 适 定 的 ， 并 且 格 式 (7.6) 是 
(7.1) i i8 i£, Nl X, (7.6) 为 收敛 的 充分 与 必要 条 件 是 此 格式 是 稳定 的 . 
WEB] HELEH BERA (7.6) 是 收 和 但 的 ， 则 对 任意 U’ E B, 存在 正常 数 
M(U?), 使 得 
ICE US| < M(U?), Xt—910 «r «m, 0 «nr «T. 
假若 不 然 ， 则 可 选取 子 列 (n) 和 {u}, 使 得 当 (5 oo 时 


T, 3 0, nj, i! € [0, T], 


l[CCr)] v? || — eo. (718) 


但 是 ， 从 收敛 性 可 知 
NC u? - EU’ 0, 


此 与 (7.15) 矛盾， 因此 断言 成 立 ， 据 此 和 Banach 空间 的 一 致 有 界定 理 ， 即 知 存在 
正常 数 G1, 使 得 | 


【IC < €, xtv 0« «m, 0 «n7 sT. 
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必要 性 得 证 . 
再 证 充分 性 ， 即 证 明 稳定 性 获 含 收敛 性 . 
先 假定 ult) = E(tU? e U. 由 (710) JA: 对 任意 e > 0, 存在 mw 使 得 当 
OLT Tht, 
ll(c(r) ~ E(u < er. 


ES 
A = d Qv - E(nyr)U 
- »» ICIC) - En) (ni — 1 — rynt’, 
则 有 p 
Al € Ci »» En = Cien < CeT. 


因此 , 4 n0, mn 一 二 时 ， All 0. 
假定 t 是 [0, T] FPE EE— (B, TAr = min(tnim). WE s= t- nim, d E(t) 的 
TERR (7.4) 得 到 
E(nim) — E(t) = F [Ells - I ] EEY, 


其 中 符号 “ 干 " 由 s 的 正 负 号 决定 ， 从 而 有 


[Elur — ECU < EP. p, IEI Els) — zjU?|| . 


显然 上 式 右 端 当 s 00 HETER. MA, Æ ult) EH, nn tW] 
[Ci]. ~ EDN a0. 


一 般 情形 ， 设 ult) 是 (7.1) 的 任意 解 ， 其 初 值 为 U’. E 14s 在 B 中 稠密 ， 故 可 
选取 序列 UD, € Uo, 使 得 当 .py — oo 时 ， (UB, UO 0. 此 时 ， 我 们 有 


[Cn U? — EEU? = ([C(s)]"* - EE)? 
HOT? - U9,) - EHL? - UP). 


因 UD, € o, 故 当 nm 一 上 时 ， 上 式 右 端 第 一 项 趋 于 零 ， 其 余 两 项 由 算 子 [C] 
和 E(t) 的 有 界 性 也 是 趋 于 零 的 ， 由 此 证 明了 格式 是 收 敏 的 .至 此 定理 证 毕 . 
87.2 “广义 稳定 性 和 收敛 性 条 件 


本 节 所 关注 的 是 非 线性 定 解 问题 的 离散 模型 的 收 伍 性 与 稳定 性 问题 ， 目 前 ， 
关于 非 线 性 微分 方程 数值 方法 的 理论 研究 ， 主 要 地 还 是 针对 具体 ( 某 类 ) 问题 和 待 
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定数 值 方法 采用 能 量 估计 或 其 他 分 析 工 具 进 行 的 ， 由 此 难以 得 到 具有 足够 概括 性 
和 普遍 性 的 结果 . 然而 ， 正 如 本 章 开 始 所 提 及 的 ， 确 有 一 些 工 作 是 在 一 般 框架 之 下 
对 离散 扣 近 的 理论 问题 开展 研究 的 ， 并 取得 一 些 重要 结果 . 本 节 拟 对 此 作 一 篇 单 介 
绍 . 

设 B, 和 Bs 是 两 个 给 定 的 Banach 空间 ， 其 中 范 数 分 别 记 为 -ji RETI oL 
是 从 B, 到 B; 的 算 子 ( 非 线性 ). 考虑 如 下 算 子 方程 


Lu f. (7.16) 


对 于 给 定 f € B» 假定 存在 uc Bi, 它 满足 方程 (7.16), HHE u fg Sp ALES 
(7.16) 没有 其 它 的 解 (EP u 为 孤立 解 ). 

设 Bin 和 Bon 分别 是 和 Ba 的 有 限 维 近 似 空间 ，7is EA B; 到 B;; 的 限 
WAT, 1=1,2. 假定 rin 为 连续 算 子 并 满足 


Jim lrisvlh = luli, ”对 任意 we Bi, (7.17) 
lim |ir2agll2 = ella, — XHER g € Ba. (7.18) 
作为 方程 (7116) 的 离散 近似 ， 考 虚 算 子 方程 
Laup = fh (7.19). 
HR Ln: Bin > Bos 是 算 子 工 的 某 个 近似 ， 令 
Ralu) = fa — La(risu). (7.20) 


如 果 lim [Ra (wu); = 0, 则 称 在 u 处 离散 方程 (7.19) 对 于 (7.16) 的 送 近 是 相 容 的 ， 
Ralu) 代表 (7.19) 的 道 近 (截断 ) 误差 . 

表 来 讨论 稳定 性 的 概念 和 定义 . 由 于 (7.19) 是 一 个 非 线 竹 的 离散 方程 , 如 何 恰 
当地 定义 它 的 稳定 性 是 一 个 重要 问题 . 

首先 , 仿照 前 节 线 性 离散 模型 的 稳定 性 定义 ( 见 (7.13) A), 对 于 方程 (7.19) 的 
一 种 稳定 性 定义 为 ， 如 果 存 在 正常 数 Mo 和 ho, 使 得 当 0<h< ho 时， 


hP — uf? I < MollLaut? — Lau? lla s, 


V uh ; uP € Bir 


EP |l- hana A I iaa 分 别 是 空间 Bia 和 Ban 中 的 某 种 范 数 ， 此 时 称 格式 (7.19) 
为 稳定 的 . 57b, W.G. Strang([82], 1960) 还 引进 如 下 “ 弱 稳 定性 ”的 定义 ， 存 在 
正常 数 Mi 和 hp, 使 得 当 Üchc« ho 时 ， 


ll) ~ ula < Mk- Laut — Lau? ll x, 
v wt!) ; ul? E Bir, q>0. 


(7.21) 


(7.22) 
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由 不 等 式 (7.21) 或 (7.22) 所 定义 的 稳定 性 或 弱 稳 定性 皆 表 征 离散 方程 (7.19) 
的 解 对 于 方程 右 端 的 某 种 连续 依赖 性 质 . 同时 ， 我 们 看 到 在 上 述 定义 中 ,无 论 解 或 
者 右 端 的 变更 、 扰 动 均 在 Bi, 或 Bo, 的 全 空间 范围 考虑 的 ， 这 种 全 局 性 的 稳定 性 
质 对 于 非 线 性 模型 而 言 ， 一 般 是 很 难 满 足 的 ， 另 一 方面 ， 如果 把 日 光 集 中 到 计算 方 
程 (7.16) 的 孤立 解 a€ Bí 上面 ， 岗 有 理由 只 考虑 离散 模型 (7.19) 在 nia (u) 附近 的 
EHA. WTE, H J. Stetter{[83]) MRE E 1965 年 前 后 独立 地 提出 
了 非 线 性 离散 方程 在 孤立 解 附近 的 局 部 稳定 性 概念 ， 称 之 为 广义 稳定 性 , 郭 本 瑜 还 
引进 了 “稳定 指数 ”的 概念 (OL [84]), 曾 成 功 地 应 用 于 一 些 非 线性 偏 微 问题 离散 模 
型 的 理论 分 析 . 

广义 稳定 性 定义 099: 如 果 存 在 N(uu h) > 0 和 Mlun h) > 0, 使 得 对 任意 
uD em,(i-12, € 


Lau? — Lausla < N lun h) (7.23) 


则 有 
~ uf. < Miun Py Dnul — Lau? lla. (7.24) 
此 时 ， 称 Ls XE wu. 处 是 广义 稳定 的 . 
容易 看 出 ， 如 果 Ly 为 线性 算 子 ， 则 当 


N (ug, h) > No, Mus, hj 三 Mo (Ng, M0 正常 数 ) 


时 ， 由 广义 稳定 性 可 推出 稳定 性 . 

假定 N(u,, h) = N(ux)h?, p 为 正常 数 ， 将 使 (7.24) 成 立 的 、 出 现在 条 件 (7.23) 
中 的 最 小 正常 数 .p 称 为 稳定 指数 , 记 作 s = inf p. 

在 一 定 条 件 下 ， 有 广义 稳定 性 可 以 推出 离散 方程 解 un 的 存在 性 . 

引 理 7.1 — UE de T MEA 3 

(i) Ln 在 Bin 中 球 域 Rif n) PHEA BE hs 

(i) 对 任意 4 由 € Ri (v; r),4 — 1,2, & Lro € Ra(Lav';T) RI 


lo? — vs < Ma — Lilo r 


其 中 OM 为 正常 数 ， 此 时 在 球 域 Ps(Lha'iro) 中 Dt! 存在 ， 其 中 ro = min (5). 
定理 7.2 00 4X DATAE. 
(i) Ly 在 球 Rilian r) PHZH ELFE, 
(ii) Lp 在 Tihu ApA P L8 85, 
(ii) dim B, a = dim Bz}; 
(iv) Raola < roflh), 其 中 


n) = min (Nr). aor). 
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则 离散 方程 (7.19) 在 rinu 附近 存在 惟一 解 . 
WB] 4 v = risu, ro = rolh), 利用 引 理 7.1 知 在 球 域 Ro(La(rinu), ro(h)) 中 
La! 存在 . 又 由 假设 (iv), 


lfa ~ Lplrint) a, a < ro(h), 


从 而 fa € Ra(Las(risu), ro(h)), 可 见 离 散 方 程 (7.19) 有 解 并 且 是 惟一 的 . 

下 面 定理 给 出 由 离散 方程 (7.19) 所 定义 近似 解 为 收敛 CARES & 9 0) 的 
一 个 充分 条 件 . 

定理 7.3 (KARZE) 假定 下 列 条 件 成 立 ， 

(8) 3 h Ah, (7.19) A-M: 

(i) La 在 rnu Ab P ARH 

(ài) |a ullo, s. < N (risu, h), 并 且 


Jim M (rinu, A) | Rs (u)]|a, = 0, (7.25) 


则 
Im [un 一 fiatal, h = D. (7.26) 


证 明令 us = rau + Us, WE 
La(risu) = fa — Ralu) 


和 
Li(riyu + Us) = fy — Ralu) + Rafu). 


由 定理 假设 (ii) 和 (ii), 可 知 
(llus < Mí(rinu, h)lEa(u)la n —0, — 当中 一 0 时 ， 


即 定理 结论 成 立 . 


87.3 ”应 用 例题 


本 节 讨 论 一 个 非 线 性 偏 微分 方程 的 离散 模型 ， 用 来 说 明 如 何 应 用 87.2 中 的 理 
ie. F. 
考虑 非 线 性 Burger 方程 的 初 边 值 问 题 : 


uis + 1,t) = u(z,t), (7.27) 
u(z,0) = u?(z) 人 周期 函数 ). 
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现在 用 差分 过 近 方 法 来 构造 问题 (7.27) 的 半 离 散 模型 (空间 变量 离散 化 ,时 间 
Nhz1. & Uj(t) OR u(z,t) 的 近似 ， 由 周期 性 有 Ujen(t) = U;(t), 对 所 有 j. 对 


于 定义 在 (25), , 上 的 网 格 函数 和 V, 定义 内 积 和 范 数 
N 1 
(U,V), =h} UV lls = (U,U)z (7.28) 
j=1 


和 引用 差 商 记号 
U, = [U (z + h, t) — U(z,t)]/h, 
Uz = [U(z,t) - U (z — h,t)]/h, 
Us = [U (s TA)- U(z —h, t)] /2h, 
Ursz = [U (z  h,t) - 2U(z,t) + Us ~ h,t)|/h?. 


另外 ， 引 入 记号 


| ðu 1 O(uv) 
J(u, v) =a t3 - a) Br 


其 中 ae [0,1] 是 一 个 可 以 选择 的 参数 ， 对 于 任意 网 格 函 数 V, W, 定义 


1 
J(V, W); = aW; Vag + 5U - ae(VW)s;, 


(7.29) 
T8—P Ar. 
利用 以 上 记号 ， 问 题 (7.27) 的 一 个 半 离 散 差 分 逼近 为 
dU; ， 
1 ~y TIUU) = Wazi + Gs j=1,2, ,N, (7.30) 
U;(0) = uw (jh), j = 1,2, ,N, 
其 中 G;(t) 是 glih, t) BET EA. 
容易 验证 J(U,U) 的 下 列表 达 式 ， 
ag-1 UUs,s, 
1 1 
asz: zU +U; + Uj;-)Us;, (7.31) 
a -—0 (Uja T Uj-1i)Us,;. 
下 面 先 讨 论 格 式 (7.30) 的 稳定 性 . 


假定 (7.30) 中 的 初 值 和 源 项 受 扰动 之 后 为 U,(0) - ,(0) 和 Gy 4- G4, 相应 的 解 
A Ue) 4 U, (t), A 


dt (7.32) 


d FT TT TT = Mar 
U;(0) + 05(0) = u? (jh) + (jh, $—1,2,-.,N. 
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由 (7.32) 和 (7.30) 两 式 相 减 ， 可 得 
| Ti + J(U, U); + J(U,U); + J(U,U); = uU. + G;, 


E: (7.33) 
Uj;(0) = (jh), j2712,-.,N. 


将 (7.33) 的 两 端 同 乘 以 D, 然后 再 对 j 求 和 ， 经 过 系列 估计 和 计算 之 后 可 得 (参考 
[86] 中 的 推导 ) 


SÕN < CUE + etaa- NDN + I), (7.34) 
其 中 
0, ET 一 L 
3 
ela) = 1 (7.35) 
| 1l, Ha + E 
估计 式 右 端的 常数 O IET max |U.;], 这 里 U 是 格式 (7.30) 的 解 . 由 (7.34) 可 得 
出 : 3 tejo, T], 
- Cet, Mo 一 3 
| 的 < (7.36) 
Cpe"/ ^A, Ha FE ^D 
其 中 
A —1-— Cph ect — 1), (7.37) 
T -— 
z= ee f OPa (7.38) 
0 


是 扰动 大 小 的 一 个 度量 . 1 
由 (7.36) 可 以 看 到 ， 在 a = 3 WRP, Tibia D, G 的 大 小 ， 格 式 (7.30) 
都 是 稳定 的 ， 其 时 相应 的 离散 算 子 Ls 是 广义 稳定 的 ， 且 稳定 指数 。 = —oo. 再 看 
«7 WEDE. 由 表达 式 (7.37) 看 出 ， 当 时间 变量 t 抵达 由 下 式 所 确定 的 有 限时 刻 
T* 
CPR (IT —1) — 1, (7.39) 


估计 式 (7.36) 右 端的 值 升 至 无 穷 大 (blow-up). 因此 , 为 了 保证 格式 在 时 间 区 间 [0, T] 
内 的 稳定 性 ， 必 需要 求 T < T". 换 名 话说， 要求 挑动 US, G 的 大 小 不 超过 下 述 界 
限 

F< hè jet —1). C. (7.40) 


此 式 相 当 于 广义 稳定 性 定义 中 的 限制 条 件 (7.283)， 此 种 限制 条 件 又 称 门槛 条 件 
(threshold condition). 至 此 证 明了 “ 当 扰动 Ü?, G 满足 (7.40) 时 ， 解 的 扰动 5(t) W 
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足 估计 式 (7.10)”. 换 句 话说 ,离散 模型 (7.30) 是 广义 稳定 的 ， 并 由 (7.40) 看 出 其 稳 
定 指数 s < 3. 
最 后 讨论 一 下 格式 (7.30) 的 收敛 性 . 
将 格式 (7.30) 表示 为 
LnU = fy. (7.41) 


U rnu RARER TALAI u 取 值 相同 的 网 烙 函 数 ， 并 令 U = rut U, 则 有 
Li(rau +U) = fn (7.42) 


和 
Ly(ryu) = fy — Rau). (7.43) 


其 中 Railu) = fs — Lalrau) 是 格式 (7.30] 的 截断 误差 利用 Taylor 展开 ， 不 难 证 
明 Ralu) = Ol). 
沿用 前 面 关于 稳定 性 的 推导 、 分 析 ,， 将 (7.42) 视 为 (7.43) 的 扰动 方程 ， 可 知 : 
当 门 槛 条 件 3 
[s Qu)l| € Nirnu)h’, 8x 3 | (744) 


满足 时 ， 便 有 估计 式 
UraU)s = li Ma < Mri Rau]. (7.45) 


E Ralu) = Oh), 而 稳定 指数 o < 2, 所 以 当 h 充分 小 时 条 件 〈7.44) 总 是 满 
足 的 ， 此 外 ， 因 rau ZA u 在 网 格 上 的 限制 ， 有 理由 假定 (7.44) 、 (7.45) 中 的 
Ní(r,u) 和 Mirnu) 都 是 关于 一致 有 界 的 ， 由 此 证 得 


iU 一 rptwl|s 一 0, Wh — 0. 
即 近似 解 5 按 范 数 | - jj 收 僵 到 真 解 u, 并 由 (7.45) 可 得 误差 估计 


[U — raulla < MalR DN = O(h’). (7.46) 
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